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CINLETLUNG

Ausgangspunkt der Theorie bester Approximation ist die Frage nach der

Charakterisierung, Existenz und Tindeutigkeit von Elementen bester Approxi-
sation und die Aulstellung numerischer Verfahrea (siche Achieser [1]

Cheney O] Meinardus 1 7]und Sinzer {21 23], In den fetzten Jahren werden
insbesondere Schnittprobleme der mengenwertigen metrischen Projektion
P, (Definition 1) untersucht (siche Singer {23, Sear 4], Uinsere Arbeit i
ebenfulls diesem Problemkreis gewidiiet,

in Abschnitt 1 befassea wir uns mit der Prage der Existens stetizer Schnitie
{ir die metrische Projektion. Die bisher bekannten Ergebnisse zeigen. dai3
diese Art von Schnitten nur unter siarhen Yoraussetzungen existiert (siehe
Blavier [2, 4], Blatter er of [S]. Brown I8, 91 Luazar {15}, und Lazar er o/ [16)).
Lazar er of. [16] bewiesen eine Nichtexistenzaussage {iir sictige Schnitie der
metrischen Projektion in [, Uber cinem nichtatomaren Mallraum. Wir
zeigen. daf fiir strikt konvexe Raume, also insbesondere iy die L -Riéume
(1 = p - =) bel proximinaler, nicht ischebyscheffscher Fasismenge G ken
stetiger Schuitt {Gr P, existiert (Korollar 4). Haispielsweise erlanben die
verallgemeinerten rationalen Funktionen in £, (1 <0 p < «) im Sinne von
Blatter [3] keinen stetigen Schnitt fiir 7,

Lazar ¢f «l. [16] versuchten zu zeigen, dall unter gewissen Voraussetzungen
in C(X), X zusammenhangend, ein stetiger Schnitt fiir die metrische Projektion
genau dann existiert. wenn die Basismenge tschebyschefl ist. Brown [9] gab
Jjedoch ein Gegenbeispie! fur diese Aussage. Wir zeigen, dal3 unter allge-
meineren Voraussetzungen in C(X), X zusammenhiingend, cin stetiger Schnitt
fir die metrische Projektion mit der Nulleigenschalt (Definitior 7) genau
dann existiert, wenn die Basismengc tschebyschefl ist (Korollar 10). Nach
Michaels Schnittsatz (Michael [18]) folgt aus der Unterhalb-Stetigkeit von

* Erster Teil meiner Disserwation “Duatitit von Schnitten fir dic metrische Projekuion
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P diec Existenz eines stetigen Schnittes fir P, . Die Umkehrung gilt i.a.
nicht (siehe Lazar ef al. [16]). Mit unseren Ergebnissen zeigen wir, daf in
C(X), X nicht notwendig zusammenhingend, aus der Existenz eines stetigen
Schnittes fir Pz mit der Nulleigenschaft die Unterhalb-Stetigkeit von P
folgt (Satz 12).

SchiieBlich beweisen wir, dafl unter gewissen Voraussetzungen in L, tiber
einem nicht notwendig nichtatomaren MaBraum f{ir einen eindimensionalen
Teilvektorraum G ein stetiger Schaitt mit der Nuileigenschaft fiir £ genau
daun existiert, wenn G tschebyschelf ist (Korollar 135).

Da stetige Schnitte fiir dic metrische Projektion nur unter starken Voraus-
seizungen cxistieren, erhebt sich die Frage. ob die metrische Projektion
Schimtte mit abgeschwichten Stetigkeitseigenschaften unter schwicheren
Yoraussetzungen zuldBt. Durch Anwendung von Sidtzen iliber mefibare
Schnitte von Himmelberg, van Vieck {12} {ir belicbige mengenwertige
Abbildungen (Satz 2 und Satz 3) zeigen wir in Abschaitt 2, daf} bei schwachen
Kompaktheitseigenschalften der Basismenge G ein Borel-meBbarer Schnitt
fir P existiert (Satz 4, 5 und 7, Koroilar 6 und 9).

Schieflich behandeln wir in Abschnitt 3 die Frage, welche Schnitteigen-
schalten die metrische Projektion besitzt, falls cin beliebiger proximinaler
Teilvektorraum als Basismenge vorliegt. Wir beweisen, dafl jede quasi-
additive mengenwertige Abbildung mit ciner gewissen Fixpunkteigenschaft
einen quasi-additiven Schnitt zuldfit (Satz 2). AuBerdem zeigen wir, dall {Gr
jede homogene mengenwertige Abbildung ein homogener Schnitt cxistiert
(Satz 4). Diese Ergebnisse konnen sofort auf die metrische Projektion
angewandt werden. Unter gewissen Voraussetzungen gift sogar, dafl jede
quasi-lineare mengenwertige Abbildung einen quasi-linearen Schnitt mit der
Sonneneigenschaft (Definition 11) besitzt (Satz 12). Auch dieser Satz kaun
scfort auf die metrische Projektion angewandt werden.

I. STETIGE SCHNITTE FUR DIE METRISCHE PROJEKTION

Zu Beginn definieren wir die grundlegenden Begriffe zur metrischen
Projektion:

I. DERNITION.  Sei £ ein metrischer Raum und G eine Teilmenge von E.
Fiir alle x aus E sei d(x, G) :=inf{d(x,g): g€ G} und Py(x) :=={g, e G:
d(x, g) = d(x, G)).

Die Elemente aus P;(x) heillen Elemente bester Approximation (fiir x bzgl. G).

G heilit proximinagl, falls Pg(x) nicht leer ist fiir alle x aus E. G heilit
semi-tschebyscheff, falls Pg(x) hdchstens einpunktig ist fur alle x aus £. G
heil3t tschebyscheff, falls G proximinal und semi-tschebyscheff ist, Falls G
proximinal ist, heiBt die oben definierte Abbildung P, von E in 2¢ die
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(mengenwertige) metrische Projektion bzgl. G, wobei 2¢ .= {G" C G : G = ¢}
ist.

Wir nennen G die Basismenge der metrischen Projektion P @ £ —» 20,
Falls die Basismenge proximinal und nicht tschebyscheff ist, sprechen wir
vom mengemvertigen Fall. Falls die Basismenge tschebyscheff ist, sprechen
wir vom Tschebyscheff-Fall und betrachten die metrische Projektion in den
meisten Situationen als punkiwertige Abbildung, d.h. als Abbildung von
Ein G.

Seien [7 und G Mengen und F: £ ->2% cine belicbige mengenwertige
Abbiidung, so heiBit eine Abbildung /2 £ > G ein Schnitt fur F: £ — 29 falls
flx) aus F(x) ist fur alle x aus £. Besitzen die Mengen £ und G gewisse
Strukturen, etwa lineare, topologische oder metrische Strukturen, und besitzt
ein Schnitt bestimmte Eigenschaften bzgl. dieser Strukturen, so sprechen wir
beispielsweise von einemn stetigen. RorelmefBbaren, homogenen, quasi-
additiven bzw. finearen Schnitt. Dic genauen Definitionen werden in den
einzelnen Abschnitten gegeben.

Als erstes zeigen wir eine Nichtexistenzaussage fiir stetige Schnitte der
metrischen Projektion in strikt konvexen Raumen, bendtigen aber vorwey
die folgende Definition:

2. DErRINITION.  Sei E ein normierter Raum.

(1) E heiBt strikt konvex, wenn fiir alle x. v aus £ mit x + p gilt:
isthox -1 i pioso folgt Mx -yy =2 1L
(2) Firalle x, yaus Esel [x, p]: dax - (0 - @)y 0=l 1)

(3) Sei x aus £ und r .- 0, so definieren wir:

Kx,ryo={ycE:r x — yi -lr},
K(x.ry:{yvcE: v - ¥ P
S{v, )= {ye b x - P

Wir beweisen nun den folgenden Satz 3, aus dem sich die oben erwihnte
Nichtexistenzaussage als Korollar 4 ergeben wird.

3. Satz. Sel £ ein normierter Raum und G eine proximinale Teilmenge
von E. Ey existiere ein stetiger Schaitt f; - K — G fiir P, £ > 2°,
Dannist [ g, fo(x)] € S(x, d(x, G)) fiir alle x aus E und alle g aus P(x).

Beweis.  Zunichst zeigen wir die folgende Behauptung: Set G eine proxi-
minale Teilmenge von E und existiere ein stetiger Schnitt f;; fiir P und seien
0 aus FA\G und g, aus P(D). Dann gilt: [ g, , /(0] < S(0. (0, O)).

Beweis der Behauptung. Fir g, aus P(0) zeigen wir:{g, , f:(0)]) - S(O, d
(0, &)).
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{1} Zunidchst zeigen wir fiir alle 0 << b << 1: A4, :- S0, d{0, G)) n
S(bg, , d(bg, . G)) ist sternférmig um g, , d.h. ag, -— (1 — @) = ist aus A4, fir
alle z aus 4, und alle 0 = @ =< 1.

{Dies wurde von Klee in [13] angegeben.)

Beweis von (1).  Seien O < b <2 1 und z aus 4, , so gilt:

- = d0,G) =gy und .z - bg,ll = dlbg,, G) = (I - b) d0, G).
Im folgenden beachte man die Tatsache, dafi, falls die Endpunkte einer
‘Strecke™ [x, y] und ein Punkte im “Inneren” dieser Strecke gleiche Norm
besitzen, alle Elemente der Strecke dieselbe Norm besitzen. Dies beweist
man leicht durch Widerspruch.

(a) Es gilt:
by F (1~ b)(z — bg(1 — b)) =z = d(0, G).
Daraus folgt:
gy (U — e)(z — bgo)i(1 — b)) = d(0, G) fur alle 0 <7 ¢ 7 1,

Wir definieren nun: ¢ :== 2b — b% d.h. 0 < ¢ < 1.
Damit gilt dann:

(26— bY gy -+ (1 - (2b — B(z — bg)(1 — b)) = d(0, )
und
Pbg, (1 —b)z i =d0,Gund ag, - (1 —a)zi -=d0,G) (0 Ta 1)

und
agy - {1 — a) e 5(0, d(0, G)} 0 -Za- 1.

(b) Weiter gilt:
ag, + (I — a)(z — bgy)/(1 — b)) = d(0, G) (0 == a - 1).
Daraus folgt: {ag, ~ (I —a)z — bgy i = (1 - b)Y d(0, G) = dibg,, G)

(0 =a -2 1) und agy, — (1 — a) = — bg, e S(bg, , dlbg, . GY (O <. a - 1.
Damit ist (1) gezeigt.

(2) Wir zeigen nun: Firalle 0 < & < 1 gilt
bg,e A :={xeE\G: gy= Ps(x) und [g,, fo.(x)] © S(x, d(x. G).
Beweis von (2). Fir 0 < b < 1 gilt:

bgye E\G, g, € Po(bg,)

640:20/2-4
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und
ag, -+ (1 — a) fo(bgy) € S(bg,, . d(bg, , G)) O w1

Letzteres zeigen wir folgendermafen:
Zundchst gilt: f.(bgy) st aus S(bg, . d(bg, . G) N SO, A0, G)). Denn an-
genommen  f(bgy), = d(0. G). so folgt:

fothgy) -~ bgy. falhge) b 2

I i b 10, Gy,

was ein Widerspruch zu . fi.(bg,) - bg, dbgy . Gy - (1 b)yd, G) ist.
Aus (1) folgt nun: ag, - (1 - o) fulbg,) = S(bg, , d(bg, . GN (O - « 1),
Damit st (2) gezeigt.

(3) Wir zeigen: A: {xe £ Grg,e Po(v) und [g,. fo(0)] 5 Sy, d
(x. G)): ist abgeschlossen in E°G:

Beweis ron (3). Set v E2G und (v,) eine Folge in 4, die gegen v kon-
vergiert. Dann zeigen wir: x € A4.

(1) g, istaus P, denn es gilt: Set # aus N uad v, aus 4, dann st g,
aus P.(x,). woraus folgt, daBl g, aus P, () ist. da (x,,) gegen v konvergiert.

(by Tsist [gy.[6{x)] eine Teilmenge von S(v, d(x, G)), denn es gilt: Sei
naus N und x, aus A, dann ist© ag, (1 - a) folx,) - X, d(x, . G)
0 u b, Far 0 « 1 zeigen wir:  ag, - {1 a)foly) v
dix, G). Da(x)) gegen v konvergiert und f; stetig tst. @lt: ag, (1 )
folx,) - x, konvergiert gegen ag, » {1 - - a) f,(x) - x. Da sie Abbildungen
x— x und v -~ dix, G) stetig sind, folgt durch Grenziibergang von v, 7u
Nagy - (L @) fo(x) - x dix. (). Aus (a) und (b) folgt, dafb x aus A
ist. Damit ist (3) gezeigt.

{4y Wir zeigen schlieBlich: { g, . f.{O] ¢ SO, 40, G)).

Beweis ron (4. Aus (2) folgr, dal bg, aus A st fir alle O < b~ T und
aus (3) folgt. daBl 4 abgeschlossen ist in £°.G. Daraus folgt, dafl 0 aus A ist, da
bg,aus E G istfuralle 0 -« b - 1, woraus (4) folgt. Damit ist die Behauptung
gezeigt.

Wir haben also bisher Folgendes gezeigl: Falis 7 L £ proxinunal ist, {ails
fir ¢ ein stetiger Schnitt /.- fiir £, existiert und 0 aus £1G" und g, aus
Po(0) ist, gilt: [g. 7,10)] C S(0. d(0, G)).

Daraus folgt nun: Sei G © E proximinal und existiere ein stetiger Schniti
Jo flr P und scien x, (x, = 0)aus L'G und g, aus P.(v,), dann zeigen wir:
[0 fetx )] 2 S(x, . dix, . G)). Dazu definieren wir: G': {x, - g:geaGl
Dann ist 0 aus £-G" und aullerdem G’ proximinal, denn ey gilt: Da & proxi-
minal ist. folgl: Fir alle v aus £ cxistiert ein g, aus G mit ' v - g,
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inf{j x — g/ : g € G}. Fiir alle x aus £ definieren wir: g," 1 Xy — g, . € G
Daraus folgt: | x — g," | = [l(xy — X) — gae| = inf.(x — ) — g1 g€ G}
c=infll x — g' 1t g' e G}, d.h. g, ist aus Pg(x). Also ist G’ proximinal,

Wir definieren fiir alle x aus E: fi;«(v) 1= x4 - fo(xy — x) e G'. Dann 1st
fur alle x aus Ef;{x) aus P, (x)}, denn es gilt:

C X e iy x) = Sl — ) s inf{(yg - ) g g = G
=anf{fx - g 1 gl e G

Damit ist f;- ein stetiger Schnitt fiir P.,» . Nach dem bisher Bewiesenen folgt
nun: Fiir alle g” aus P;0) ist [g', f;(0)]  S(0, d(0, G")). Da g, aus P.lx,) ist,
folgt: 10 - (xy — g = inf{l' x, — gt :ge G = infli0 - g ¢ =G,
d.h. x, — g, ist aus P;(0). Daraus folgt schliefilich fur alle 0 « . I:

alxy — g0 - (0 — a) fe0):
a(xe - go) + (I — a)xy - fulxe))
0, G') = dix, . G), d.h. x, - (agy - (1 — a) fulxy) = dix,, G),
d.he Tgy . falvg)] © S0y, . dixy . GY).

Damit ist gezeigt: [ g. fo( )] < S(x, d{x, G)) fur alle x € £1G und alle g & P.(x).
Trivialerweise gilt: [ g, f.(x)] € S(x, d(.x, G)) fiir alle x € G und alle g & P (x).
Also gilt schlieBlich: [ g, f,(x)] © S(x, d(x. GY) fiiralle v & Fund alle g ¢ P(x).
Damit ist Satz 3 bewiesen.
Aus Satz 3 ergibt sich schlieBlich folgendes Korollar:

4. KOROLLAR. Se¢i E ein strikt konvexer normicrter Rawn und G cine
proximinale Teilmenge von E. Es existiere ein stetiger Schnitt fi0 £ - G fiir
P E— 29 Dann ist G tschebyscheff.

Beweis.  Das Korollar folgt unmittelbar aus Satz 3 und der Eigenschaft
strikt konvexer normierter Raume,

Wir haben also gezeigt, daB in einem strikt konvexen Raum bei proxi-
minaler, nicht tschebyscheffscher Basismenge, und dies ist der einzig wichtige
Fall flir Schmttprobleme, kein stetiger Schnitt {iir die metrische Projektion
existiert. Damit haben wir der Nichtexistenzaussage von Lazar ¢r of. in {16]
im Raum L, bei nichtatomarem MaBraum und endlich-dimensionaler
Basismenge Uber stetige Schnitte fir P insbesondere cine Nichtexisten-
zaussage fiir die L»-Rdume (1 <. p <2 ). ebenso wie etwa fir Hilbertriume
hinzugefigt.

Urm ein weiteres Korollar formulieren 7u kdnnen, bendtigen wir die
{olgeuden Begriffe:

5. Derinenion, (1) LCin normierter Raum £ heil3t g/att genau dann, wenn



202 GUNTHER NURNBERGER

fir alle x aus £ mit x' - 1 genau ein faus E’ existiert mit - /- | und
fx) L
Sei £ ein metrischer Raum und G eine nicht leere Teilmenge von £,

(2) G heiBt approximativ-kompakt genau dann, wenn fiir alle x aus £
und alle Folgen (g,) In G, falls d(~, g,) gegen d(x, G) konvergiert, ein g aus G
und cine Teilfolge (¢, ) von (g,) existiert, die gegen g konvergiert.

(3 G heilt beschranki-kompakt, talls Tur alle x aus £ und alle r - 0
dic Menge K'(x.r) N G relativ-kompakt ist. (Hierbei sei K'(x,r) analog
Definition 2 fir metrische Raume definiert.)

Es st bekannt, dall jeder endlich-dimensionale Teilvektorraum eines
normierten Raumes und jede kompakte, sowie jede beschranktkompakte.
abgeschlossene Teilmenge eines metrischen Raumes approximativ-kompakt
ist und daBl dic metrische Projektion bei einer approximativ-kompakten
Basismenge im Tschebyschefl-Fall stetig ist. AuBerdem ist jede approximativ-
kompakte Basismenge proximinal (siehe Singer [21]).

Nach diesen Vorbereitungen erhalten wir nun folgendes Korolfar:

6. KOROLLAR. Sei £ ein strikt konvexer, glatter Banachraum und G cine
beschrink t-kompakte, abgeschlossene Teilmenge ron E. Dann sind die folgenden
Bedingungen dquivalent:

(1y Ly existiert ein stetiger Schnitt 2 E -~ G fiir P: E -2,
(2 G st tschebyseheff.

(3 G st konvex.

Beveis.  Das Korollar folgt aus Korollar 4, einem Satz von Vlasov
(Singer [21]. Theorem 2.2, S. 368) und der bekannten Aussage, dali in einem
strikt konvexen Raum jede konvexe Menge semitschebyschelf ist.

Brosowski und Deutsch bewiesen in [6] Korollar 4 und Korollar 6 tir die
Inner-Radial-Unterhalbstetigkeit von £, anstelle der Existenz eines stetigen
Schnittes fiir P, , was eine verschirite Form von Aussagen in Blatter ¢f «l. [5)
darstellt. Als nidchstes beweisen wir eine Nichtexistenzaussage fiir stetige
Schnitte mit der Nullejgenschaft, der Begriff wird spater definiert, flir die
metrische Projektion im Raum C(X). Mit C(X) bezeichnen wir den Raum der
stetigen, reellwertigen Funktionen auf X. wobei .Y ein kompakter Haus-
dorffraum sei. Fir ein faus C(X) und einen proximinalen Teitvektorraum G
von C(Xysel Z(P,(f) :— {x= X:g(x) = 0 flr alle g aus P,(f)!. Zundchst
bendtigen wir die folgende Definition:

7. DErNiTioN,  Set E ein normierter Raum, G eine proximinale Teilmenge
von £ und £, : £ - G ein Schnitt fiir P;: E > 2% Wir sagen, der Schnitt f,,
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besitzt die Nulleigenschaft genau dann, wenn f{x) == 0 ist fiir alle v aus
PY0). wobei P Y(0) := {x € E: 0 € P(x)] sei.

8. Bemerkung. Die Nulleigenschaft stellt in gewisser Weise eine natiirliche
Bedingung an den Schnitt dar, insofern als man bei expliziter Angabe der
Auswahl des Schnittelements gerade dann diese Eigenschaft erhilt, wenn
man, was naheliegt, fiir alle x aus £ definiert: f,{x) sei aus P {1} so gewihlt,
daf | fo(O)ll = inf{! g| : g€ Polx)) ist.

Man vergleiche etwa die Beweise zu Theorem 4 {8] und Theorem 2.1
(Lazar er al. [16)).

Unter Verwendung einiger Lemmas aus Blatter ¢z «/. [5] beweisen wir nun
den folgenden Satz:

9. SATZ. Sei £ = C(X), wobei X ein kompakter Hausdorffraum ist, G cin
proximinaler Teilvektorraum von E und <P ( f)> endlich-dimensional fiir alle
[ aus E. Es existiere ein stetiger Schnitt fo: E— G fiir P E —» 2¢ mit der
Nulleigenschaft. Dann ist Z(P( f)) offen fiir alle f aus PZH0).

Beweis. Angenommen, es existiert ein 4 aus P;'(0), so daB Z(P,(#)) nicht
offen ist. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kdnnen wir annehmen, dal
i A= 1 sei. Dann existiert, da < P,(h): endlich-dimensional ist, ein p aus
Pi(h) und ein w aus RA(Z(Pg(h)), so daB fir alle U aus U{w) ein y aus U
existiert mit p(y) = 0 und A(w) = O,

p(3) kann als echt groBer Null angenommen werden, da man nétigenfalls
h durch A - p ersetzen kann, denn es gilt: 0, —p ist aus Py(h — p) und
(1 - p)(wy == h(w) -- 0 == A(w) und Z(Pi(h — p)) = Z(P.(h)).

Wir beweisen nun den Satz unter Verwendung der Lemmas 3 bis 8 zu
Theorem 2 in Blatter et al. [S]. Aus Lemma 3 folgt:

(1) Es ewstiert ein r > 0 und ein g aus P,(/), so daB fur alle 7 aus
Py ein U aus U(w) existiert mit: Ist £ .- g auf U, dann folgt ¢ = r.
AuBerdem existiert eine Funktion A" aus £ mit den folgenden Figen-
schaften:
(2) A(w)=1Tund A", = 1 und 0, ¢ ist aus Pu(#').
Dies folgt aus Lemma 4. Aus Lemma 5 folgt:

(3) Fiir alle k& aus Pg(h') mit "k <L ist & aus P.(h). Es existiert

weiter fiir alle n aus N eine Funktion ¢, mit den Eigenschaften:
(4) Fiir alle n 2= 2 und alle p aus P.(g,) existiert ein U aus (i) mit
p g auf U
Dies folgt aus Lemma 6. Aus Lemma 7 folgt:
(5) {4, konvergiert gegen #'.
Aus Lemma 8 folgt:

(6) Firalle naus N und alle k aus Pg(g,) miti k| =,

L ist k auf Po(h).



204 GUNTHER NURNBERGER

Nun folgt der Rest des Beweises: Sel f; der nach Voraussetzung existierende
stetige Schnitt fiir P, , dann folgt aus (5), dall (¢,,) gegen #° konvergiert und
daraus, daB ( f5(g¢,)) gegen fo(h') konvergiert. Aus (2) folgt, daB # aus PZY(0)
ist und daraus nach Voraussetzung der Nulleigenschaft des Schnittes, daly
Jolh') gleich 0 ist. Also konvergiert ( fi(g,)) gegen 0. Daraus folgt, dal es ein
my o 2gibtmit' f(q,)] < bund | folg,) < 7.

Aus (6) folgt, daf(,(q,,”) aus Plg, ) und "f(,-(q,,n)i' ) ist, daBb f(;(qn“) aus
Py ist.

Aus (3) folgt, daﬁ;(q,.!“) aus P;(h") und if(,(q,,”)‘ st daB/},‘)q%) aus
Polh) ist.

Aus (4) folgt, da fu(g, ) aus Plg, ) und #n, o= 2 ist, dall ein U aus U(w)
existiert mitf(,(q,,”) 2 ¢ auf U. SchlieBlich folgt aus (1), da es ein U aus Uw)
aibt xnitﬂ,{q”o) s g auf U und daf;,(c;,,”)aus PRy ist, dalk 54;‘;,.('({,,0)‘ Cr st
Dies ist ein Widerspruch zu ‘\ﬁ,(q““)!‘ <. r. Damit ist Satz 9 bewiesen.

Aus Satz 9 ergibt sich nun die angekiindigte Nichtexistenzaussage fiir
stetige Schnitte der metrischen Projektion in C(X):

10, KOROLLAR,  Sei £ = C(X), wobel X ein kompakter, —usammicsi-
hingender Hausdorffraum ist. G ein proximinaler Teilvektorraum von E und
P [ endlich-dimensional fiir alle f aus E. Es existiere ein stetiger Schnitt
Jor B G fiir Pe: B> 29 mit der Nulieieenschaft. Dann ist G tschebyscheff.

Beweis.  Aus der Voraussetzung und Satz 9 {olgt, dall Z(P,(f)) offen ist
fir alle / aus P,2(0). AuBerdem ist Z(P.(f)) aus Stetigkeitsgriinden ab-
geschiossen (lir aifle faus P.YO).

Daritberhinaus ist Z(P.(f) - ¢ fur alle / aus PH0) nach Lemma 1 in
Blatter ¢f «l. [S]. Da X zusammenhingend ist, folgt [itr alle faus P (0), dal
Z(PATY - Xist, dh Po(f) <10}, und daraus folgt die Behauptung. Damit
15t Korellar 10 bewicsen.

Wir erschen also, dal unter den Voraussetzungen von Korollar 10 1m Fall,
dafB3 die Basismenge nicht tschebyschefl ist, und nur dicse Situation ist tur
Schnitt{ragen interessant, kein stetiger Schnitt mit dee Nullcigenschaft fiir die
metrische Projektion existiert.

Lazar ¢ al. versuchten in [16] zu beweisen, dal unter stirkeren Voraus-
setzungen als in Koroilar 10 bei nicht tschebyschefTscher Basismenge i C(X)
kein stetiger Schnitt fur die metrische Projektion existiert. Brown gab jedoch
in [9} ein Gegenbeispice! an.

im foleenden untersuchen wir eine weitere Konsequenz von Satz 9. Dazu
sind die folgenden Beariffe notwendig:

U DemNirion. Esseien I und G topologische Raume.

(1) Line mengenwertige Abbildung F: E — 2 heillt oberhalb-stetig
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genau dann, wenn {x & E: F{x) " G’ # ) abgeschlossen ist fur alle ab-
geschlossenen Teilmengen G' von G.

(2) Eine mengenwertige Abbildung F: E— 2¢ heifit unterhalb-stetig
genau dann, wenn {xe E: F(x) N G’ 5 @} offen ist fiir alle offenen Teil-
mengen G’ von G.

Nach Einfilhrung dieser Begriffe sei erwdhnt, daB Blatter er al. in [3]
Satz 9 unter der Voraussetzung bewiesen haben, da3 P;: F — 2¢ unterhalb-
stetig sel, anstelle der Existenz eines stetigen Schnittes fir P.: £ — 29 mit
der Nulleigenschaft.

Unter Verwendung des bekannten Schnittsatzes von Michael (siehe
Michael [18], Theorem 3.2°, S. 364) und Satz 9 erhalien wir nun die folgende
Aussage:

12. Satz. Sei E = C(X), wobei X e¢in kompakter Hausdorffraum ist, G ¢in
proximinaler Teilvektorraum von E, {Py(f))> endlich-dimensional fiir alle f aus
E und sei P;: E — 29 oberhalb-stetig, dann gilt:

(1) Falls Pe unterhalb-stetig ist, existiert ein stetiger Schnitt fy; fiir Py; .

(2)  Falls ein stetiger Schnitt f;; fiir P mit der Nulleigenschaft existiert,
ist P unterhalb-stetig.

Beiweis. (1) folgt sofort aus dem oben erwihnten Schnittsatz von Michael.

(2) folgt ebenfalls unmitteibar aus Satz 9 und Theorem 2 in Blatter ef
af. [5].

Wie Singer [21] in Theorem 3.1, S. 386 bewiesen hat, ist P. oberhalb-
stetig, falls G approximativ-kompakt, also insbesondere, falls G ein endlich-
dimensicnaler Teilvektorraum ist.

13. Bemerkung. Aus Michaels Schnittsatz folgt unter gewissen Voraus-
setzungen aus der Unterhalb-Stetigkeit der metrischen Projektion die
Existenz eines stetigen Schnittes fir die metrische Projektion. Die
Umkchrung ist im allgemeinen jedoch nicht richtig (siche Lazar et al. [16],
S. 198). Satz 12 zeigt jedoch, daB dies in bestimmten Fillen gilt, falls es sich
wimn einen Schnitt mit der Nulleigenschaft handelt.

Als niichstes untersuchen wir stetige Schnitie mit der Nulleigenschalt fiir
die metrische Projektion im Raum £, bei beliebigem g-endlichen MaBraum.

Wie bereits erwdhnt, bewiesen Lazar e al. eine Nichtexistenzaussage fiir
stetige Schnitte der metrischen Projektion im Raum L, bei nichtatomarem
Mafiraum und endlich-dimensionaler Basismenge, Es stellt sich das Problem.
ob man adhunliche Nichtexistenzaussagen beweisen kann, falls man die Be-
dingung, dafl der MaBraum nichtatomar ist, fallen [4B¢.

Zunichst bendtigen wir die Tolgenden Begriffe: Sei (X, S, u) ein g-endlicher
MaBraum mit positivem Mal w. Unter L,(X, S, u) verstehen wir den Raum
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aller reellen w-integrierbaren Funktionen auf X, wobei zwei Funktionen als
identisch betrachtet werden, falls sie sich nur auf einer Nullmenge unter-
scheiden. L,(X, S, ) sei versehen mit der iiblichen Norm: f:= { f du
{(faus Ly(X, S, u)). Unter L. (X, S, u) verstehen wir den Raum aller reellen
meBbaren, w-fast iiberall beschrinkten Funktionen auf X, wobei ebenfalls
zwel Funktionen als identisch betrachtet werden, falls sie sich nur auf einer
Nullmenge unterscheiden. L,(X, S, v) sei ebenfalls versehen mit der iiblichen
Norm: L f == sup{j f(x)! : x € X N, wobei N, die Nullmenge ist, auBerhalb
der f beschrankt ist.

Im folgenden identifizieren wir stets den stetigen Dualraum von L,(X, S, 1)
mit L, (X, S, a).

Eine Menge aus S heilit Atom genau dann, wenn 0 < u(4) - 2 ist und fur
alle Baus S mit BC A gilt: w(B) == 0 oder 1{B) = u(A).

Sei X eine Menge und f eine reelle Funktion auf X. Dann versiehen wir
unter supp(f) die Menge {x€ X: f(x) v 0}, unter Z(f) die Menge {xe X
f(x) = 0} und, falls f beschrankt ist, unter S(f) die Menge {x ¢ X: j(x)]
sup{/ f(y) : ye X)i. Die obigen Mengen treten in Zusammenhang mit
Ly(X.S. u) und L, (X, S, u) auf und werden stets modulo Nullmengen inter-
pretiert.

Sei E ein normierter Raum und ¢ ein Teilvektorraum von £. Dann
verstehen wir unter G* die Menge { fc £ f(g) = Ofiralle ge G1.

Notwendige Bedingungen fiir stetige Schnitte der metrischen Projektion
sind bekannt in Zusammenhang mit Charakterisierungen solcher Schnitte
fir eindimensionale RAume als Rasismenge in C(X) bzw. [/, (siehe Lazar
et al. {16] und Lazar [[5]). Wir geben eine notwendige Bedingung fir stetige
Schnitte der metrischen Projektion mit der Nulleigenschaft im Raum /., bei
ebenfalls eindimensionaler Basismenge. Daraus folgt ein Korollar, das eine
Nichtexistenzaussage fiir stetige Schnitte der metrischen Projektion mit der
Nulleigenschaft im Raum L, darstelit.

14. Satz. Sei E = Ly(X. S, u). wobei (X, S, u) ein o-endlicher Mafraum
sei, und G cin eindimensionaler Teilvektorraum von E, dh. G —= (g, fiir ¢in
go aus G. Es existiere ein stetiger Schnitt f;: E — G fiir P;: E — 29 mit der
Nulleigenschaft. Dann existiert kein faus G-mit! [ = 1, so daf S(f) © Z(g,)
und supp( g,) nicht Vereinigung endlich vieler Atome ist.

Beweis. Angenommen, es existiert ein f aus G mit S(f) < Z(g,) und
If =1 und supp{g,) ist nicht die Vereinigung endlich vieler Atome. Wir
zeigen, daB kein stetiger Schnitt f;; fiir P; mit der Nulleigenschaft existiert.

Da supp( g,) nicht die Vereinigung endlich vieler Atome ist, existiert eine
Folge von Mengen (E,,) mit den folgenden Eigenschaften: Fiir alle m aus
st £, aus S, u(£,) =0, £, Csupp(g,). fg, besitzt konstantes Vorzeichen
auf E,, und auBlerdem konvergiert die Folge (1(£,,)) gegen Null. Ersetzt man
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notfalls g, duch —g, und nimmt lediglich eine Teilfolge von (£,), so kann
man chne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, dal} fg, < 0 auf E,,
1st fiir alle m aus N.

Wir definieren nun die folgenden Funktionen aus £ == L,(X, S, u):

fii= f] gy auf XiS(f) und h = 0 auf S(f).
h,, o= hauf X:E, und Mo i=0auf £, (m aus N),
&, o= hauf X\E, und k., = g,auf E, (m aus N}

Dann gilt, da (u(£,,)) gegen Null konvergiert, da3 sowohl die Folge (#,,) als
auch die Folge (k,) gegen /1 konvergiert. Wir zeigen nun die beiden folgenden
Behauptungen:

Behauptung 1. 0 ist aus Pg(h,,) fur alle m aus N,

Behauptung 2. Polk,,) N{geG: lg! < |g,i= & fur alle m aus N.
Daraus folgt dann, daf} kein stetiger Schnitt f;; fiir P, mit der Nulleigenschaft
existiert.

Denn angenommen, es existiert solch ein Schnitt f; , dann ist f,{4,,) -0
fur alle /n aus N, da 0 aus Pq(4,,) st fiir alle 7 aus N, und daraus folgt, da
Jo stetig ist, daB f(h) = 0 sein muB. Andererseits folgt | f(k,,)" .+ gy ] fur
alle m aus N, da Pg(k,) n{geG:lig! <ig, )= o7 ist fir alle m aus N,
woraus folgt, dal3 die Folge (fi(k,,)) nicht gegen f.(#) == 0 konvergiert. Dies
ist ein Widerspruch. Wir geben nun den Beweis von Behauptung [: Wir
zeigen, daB A, aus £\G und f(k,,) = | h,, | ist fiir alle s aus N,

Aus Singer [21), Satz 1.1, S. I8 folgt dann, daf3 0 aus Pg(h,,) ist fur alle m
aus N,

Sei nun m aus N, dann gilt:

.f(hm) - J‘ !gg , du > 0.

XUSHUE,)

Denn wir kénnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daf
u({E,: n # m\E,) > 0ist. Aus der obigen Gleichung ergibt sich, da faus G-
ist, daB #,, aus £\G ist.

Weiter gilt:

fUn) = | fofige du= g | du.

X (SUIUE,) IXVS(HUE,)

J‘ /7,,,»»‘ = ' .f\ & " ‘ du = [ £ " du.
CXV(S(AUE,) YX(SNUE,)
Damit ist f(#,,) = 14, .
Damit ist Behauptung [ bewiesen.
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Wir geben nun den Beweis von Behauptung 2: Zunichst zeigen wir, daf3
g aus Pglk,,) ist fiir alle m aus N. Dazu zeigen wir, daB k,, aus £\G und
flkn = go) 7 | kw — gy ist fr alle m aus N. Satz 1.1, S. 18 in Singer [21]
liefert dann das Gewiinschte.

Sei nun m aus N, dann gilt:

flk,,) = J (. g0 == J8y) du

XUSUIVE,)

o JU' o Lger &) du
\E,n7mi ik,

‘ 2 gyidu -0
YULE,  nTmdE,
Dies gilt, da S(f) € Z(g,) und fg, < 0 aut allen £, ist. Daraus folgt, da faus
G*ist, daB k,, aus E\G ist.
Weiter gilt:
flh, — g - ‘ _ e, L) i
Y XS RU L)

] _’ SO = gy) du -+ l (g~ &) du
S E

= | (1gy — fgo) du.
{SOUE

Dies gilt, da S(f) € Z(g,) ist.

i f\’ﬂr — & iu = ‘ / 8o £o ait

] (0 oy du ’ P80 - Yo i
v5(5) YE,

gy~ fo) .
YXUS(DUE,)
Dies gilt, da S(f) & Z(g,) ist. Damit ergibt sich: f(k,, — g,) = "k, - g

Sei nun m aus N und g aus G mit ig- i gl ., d.h. ¢+ ag, flir ein o mit
07 i1, dann gilt:

P, — go = ‘ Goi o gy du
JOUSDUE,
= ' Lggtdu ] Sy du.
NSO FE N Asapp () S

Dies gilt, da [y fgo dir = 0 ist.
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Weiter gilt:

kg = gl g ldut | lgidu | gy - g du
X\(S(OUE,) S5} YE,
J Pige . — fgldu - ’ &y g du
(O S(UE,))Asupplyy) YE,,
= cgy | du ' Jeg du — ’ rgy — o ldu

(X\SCAUE ) nsupplaog) CE. YEL

= ( L@y du - ‘ afg, du
YXUSUVUE D Nsupping) YE,,

-l ‘ (1 —a)ig,idu
Je

m

Da fg, << 0 auf F,, und 0 <Zja| <! ist, ergibt sich, daB ik, —g, -2
k., — g iist. Daraus folgt schlieBich: P (k) N{geG:l gl < igy il ==
Damit ist Satz 14 bewiesen.

15. KoROLLAR, Sei E = Ly(X, S, u), wobei (X,S,u) ein o-endlicher
Mafraum sei, und G ecin cindimensionaler, nicht tschebyscheffscher Teil-
vektorraum von E, d.h. G = { gy fiir ein gy aus G. supp(g,) sei nicht die
Vereinigung endlich vieler Atome. Dann existiert kein stetiger Schnitt f:
E - G fitr P,: E— 29 mit der Nulleigenschaft.

Bewers.  Das Korollar folgt unmittelbar aus Phelps [20], Lemma | und
Satz 4.

2. BOREL-MESSBARE SCHNITTE FUR DIE METRISCHE PROJEKTION

Da stetige Schnitte fiir die metrische Projektion nur unter starken Voraus-
setzungen zu erhalten sind und in manchen Fillen, wie wir in Abschnitt 1
geschen haben, liberhaupt nicht existieren, stellt sich das Problem, ob
Borel-mef3bare Schnitte unter schwicheren Bedingungen existieren.

Wie wir u.a. zeigen, gentigen schwache Kompaktheitseigenschaften der
Basismenge G fir die Existenz Borel-meBbarer Schnitte fiir £; .

Diese Ergebnisse erhiilt man durch Anwendung zweier allgemeiner Sitze
uber meBbare Schnitte von Himmelberg und van Vleck [12] (siche Satz 2
und 3).

Zunichst bendtigen wir die folgende Definition:

I. DrrNiTION. (1) Sei E eine Menge mit o-Algebra S, und G eine Menge
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mit o-Algebra S, , dann heil3t eine Abbildung f: E — G (S, .S, V-mefsbar
genau dann, wenn f ~YG'} aus S, ist fiir alle G aus S, .

(2) Sei E cin topologischer Raum, dann bezeichnen wir mit B, die
von den abgeschlossenen Mengen in £ erzeugte o-Algebra und nennen sie die
Familie der Borelmengen in E.

(3) Seien £ und G topologische Raume, dann heilit eine Abbildung
[ E-> G Borel-mefbar genau dann, wenn f(B,. . B.)-meBbar ist.

Nun formulieren wir die beiden oben erwidhnten Schnittsdtze von
Himmelberg und van Vleck (siehe Theorems 5 und 3 in [12]):

2. Sarz. Sei E eine Menge mit o-Algebra S, G ein separabler metrischer
Raum und F. E -~ 29 eine mengenwertige Abbildung mit den folgenden Eigen-
schaften: F(x) ist volistindig fiir alle x aus E und {x ¢ E: F(x) N G" - =1 ist
aus S fir alle abgeschlossenen Teilmengen G' von G. Dann existiert ¢in Schnitt
f: E— G fir F: E-—~2Y mit der Figenschaft: f~2(G") ist aus S fir alle ab-
geschlossenen Teilmengen G' ron G.

3. Satz. Sei E cine Menge mit o-Ring S, G ein separabler metrischer
Raum und F: E - 29 cine mengenwertige Abbildung mit den folgenden Eigen-
schaften: F(x) ist abgeschlossen fur alle x aus E und {x € E: F{xyn G" . 7|
ist aus S fiir alle kompakten Teilmengen G’ von G. Dann existiert ¢in Schnitt
fi E - G fir F: E — 2° mit der Eigenschaft: f~NG'Y ist aus S [fir
alle kompak ten Teilmengen G' von G.

Bevor wir den ersten Satz tiber Borel-mel3bare Schnitte fir die metrische
Projektion beweisen, bemerken wir, dafl P.(x) abgeschlossen (bzw. konvex)
ist fiir alle x aus F, falls G abgeschlossen (bzw. konvex) ist (siche Singer [21]).

4. SATZ. Sei E ein metrischer Raunt und G vcine separable, approximatic-
kompakte Teilmenge von E, dann existiert ein Borel-mefiharer Schnitt f:
E— G fir P,: E— 2°.

Beweis. Da G approximativ-kompakt ist, ist G proximinal und ab-
geschlossen (siehe Singer [21], Theorem 2.1, S.382). Wir zeigen nun, daf}
P.(x) kompakt, also insbesondere vollstindig ist fiir alle x aus £. Set v aus £
gegeben. Dann ist P.,(x) abgeschiossen, da G abgeschlossen ist. Auferdem
ist Po(x) folgenkompakt, denn es gilt: Sei (g,) € Ps(x), dann ist
dix, g,) = d{x, G) und daraus folgt, da G approximativ-kompakt ist: es
existiert ein g aus G und eine Teilfolge (g, ) von (g,). welche gegen g kon-
vergiert. ‘

Damit haben wir dic Kompaktheit von P (x) gezeigl, Aus Theorem 3.1
(Singer {21]) folgt, da G approximativ-kompakt 1st. dall {xe It P {x) "
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G° 4 o} abgeschilossen, also insbesondere aus By, ist {iir alle abgeschlossenen
Teilmengen G’ von G.

Wendet man nun Satz 2 an und beachtet, daB G separabel ist, so gilt: es
existiert ein Schnitt £, fiir P, mit der Eigenschaft: f~4(G") ist aus B fur alle
abgeschlossenen Teilmengen ¢’ von G. Da die abgeschlossenen Mengen in G
die o-Algebra B, erzeugen, gilt schlieBlich: f~}(G") ist aus B, fur alle G' aus
B, . d.h. f;; ist Borel-meB3bar.

Damit ist Satz 4 bewiesen.

3. Satz. Sei E ein normierter Raum, G ein separabler, proximinaler
Teilvekrorraum ron E und Pg: E — 2° oberhalb-stetig. Dann existiert ein
Borel-mefbarer Schnitt fi: £ — G fiir P,: E > 2°.

Beweis.  Aus Singer [22], Theorem | folgt, da G ein proximinaler Teil-
vektorraum und P oberhalb-stetig ist, dall P,(x) kompakt, also insbesondere
vollstandig ist fiir alle x aus E. Da P, oberhalb-stetig ist, ist {x € E: Ps(x) N
G' o) abgeschlossen, also insbesondere aus B fiir alle abgeschlossenen
Teilmengen G’ von G.

Wendet man nun Satz 2 an und beachtet, dall G separabel ist, so folgt
analog wie in Satz 4, daB ein Borel-meBbarer Schnitt f; fiir P; existiert.

Damit ist Satz 5 bewiesen.

Als Korollar zu Satz 5 erhalten wir:

6. Korovrar.  Sei E ¢in normierter Raum, G ein proximinaler, separabler
Teilvektorraum von E und P N0) beschrinkit-kompakt. Dann existiert ein
Borel-mefbarer Schnitt fi.: £ — G fiir Pg: E— 26,

Bewels.  Das Korollar tfolgt aus Theorem 2 in Morris [19], in dem gezeigt
wir, dab fiir einen proximinalen Teilvektorraum G eines normierten Raumes
£ aus der Beschriankt-Kompaktheit von PZY(0) die Oberhalb-Stetigkeit von
P folgt. und Satz 5.

Fiir den niichsten Satz bené&tigen wir die folgende Definition:

7. DeriNiTion. Sei G ein topologischer Raum, dann bezeichnen wir mit
K den von den kompakten Mengen in G erzeugten o-Ring.

8. Satz.  Sei E ein metrischer Raum und G eine proximinale, separable
Teilmenge von E. Dann existiert e¢in (B . K¢)-mefbarer Schuitt f,;: E —> G fiir
P E-— 20

Beweis.  Aus der Proximinalitdt von G folgt, dall G abgeschlossen ist und
daraus. daf} P.(x) abgeschlossen ist fiir alle x aus E.

Wir zeigen nun, dall {xe £: Po(x) N G’ + =1} abgeschlossen, also ins-
besondere aus B, ist fiir alle kompakten Teilmengen G von G.
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Sei namlich G'C G kompakt und M : :{ixe E: Pi(x) NG = . Set
weiter v aus £ und (x,) cine Folge in M, die gegen x konvergiert. Dann
existiert eine Folge (g,) in G mit g, € Py(x,) N G fiir alle ne N. Da ¢’
kompakt ist, gilt: es existiert ein g, aus G’ und eine Teilfolge (g, ) von (g,
die gegen g, konvergiert. Wir zeigen: g, tst aus Pq(x), denn es gilt:

dix. G div. g,) div g, dig,, . 80
dlvox,) o dis, cg,) o dlg, g)
div, ) o diy, CG) - dig,, - &)
2w, di Gy dlg,, . g

Da (x, ) gegen v und (g, } gegen g, konvergiert, folgt d{x, g3 - div, G) und
daraus, da g, G' C G ist, daBl g, aus P.(x) ist. Daraus folgt Po(x) N G' 7 ¢
d.h. xist aus M. Wendet man nun Satz 3 an und beachtet, dall G separabel ist,
so gilt: es existiert ein Schnitt f;; fiir P mit der Eigenschaft: /(G ist aus
B, fiir alle kompakten Teilmengen G’ von G. Daraus folgt, da die kompakien
Mengen in G den o-Ring K,; erzeugen, dall f (G") aus B, ist far alle G aus
K. . Damit ist fo(B; . K;}-mef3bar und Satz 8 bewiesen.
Aus Satz 8 ergibt sich folgendes Korollar:

9. KOROLLAR. Sei E einmetrischer Raum und G eine proximinale, separable
und o-kompakte Teilmenge von E. Dann existiert cin Borel-mefbarer Schnitt
fo: E— G fiir Pt E -~ 2C,

Beweis.  Da G o-kompakt ist, folgt B, - K, . Aus Satz 7 folgt dann die
Existenz eines (B, , B;)-meBbaren Schnittes fi;: £ -~ G fur P £~ 27 Das
heifit aber gerade, dalB3 f,; Borel-meBbar ist.

Damit ist Korollar § bewiesen.

3. QUASI-ADDITIVE., HOMOGENE SCHNITTE UND SCHNITTE MIT
PER SONNFNEIGENSCHAFT FUR DI METRISCHE PROJERTION

Wic wir gesehen haben, existieren Borel-mefbare Schnitie Tir £, bereits
bei schwachen Kompaktheitseigenschaften der Basismenge G. Es stellt sich
somit dic Frage, welche Schnitteigenschalten P, besitzt. talis keinerlei
Kompaktheitsforderungen an G gestellt werden. Wir beweisen drei allgemeine
Schaittsitze. die. angewandt auf die metrische Projektion. zeigen, dall bei
proximinalem Teilvektorraum G ein quasi-additiver, bzw. ein homogener
Schnitt existiercn und bei einem proximinalen Kegel & mit Scheitel in 6 cin
positiv-homogener Schaitt existiert. Die Homogenitdt und Quasi-Additivitit
gehen bei Kegeln verloren.

Dazu geben wir folgende Definitionen:
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I. DEFINITION.  Seien £ und G Vektorraume iiber R bzw. C, sowie F und
F’ mengenwertige Abbildungen von E in 2¢.

(1) F heifit homogen (bzw. positiv-homogen), falls F(ax) — aF(x) ist fir
alle x aus £ und alle g aus R bzw. C (bzw. a = 0).

(2) Sei nun G zusitzlich ein Teilvektorraum von E. F heiBt quasi-
additiv, falls F(x -~ g) — F(x) - F(g)ist fiir alle x aus £ und alle g aus G.

(3) Fheillt guasi-linear, falls F homogen und quasi-additiv ist.
Fiir punktwertige Abbildungen f von E in G gelten die Definitionen (1)
bis (3) analog.
(4) Sei nun G eine Teilmenge des Vektorraumes £. Dann heilit ¢
Fixpunktmenge ron F genau dann, wenn F(g) == { g} tst ttir alle g aus G.

Im folgenden stehe K fiir R oder C.

2. Satz. Sei £ ein WK-Vektorraum, G ein Teilvektorraum von E und
F: E—>2Y cine quasi-additive mengenawertige Abbildung mit Fixpunktmenge
. Dann existiort cin quasi-additiver Schnitt f- E - > G fiir F1 E - 2°.

Beweis. (1) Wir definieren eine wohlbekannte Aquivalenzrelation: Fiir
x, vy aus £ sei ¥ ~ p genau dann, wenn x — y aus G ist.

(2) Den Schnitt f definieren wir folgendermallen: Sei A4 eine ~-
Aquivalenzklasse in £. Wir wihlen einen beliebigen Reprisentanten v aus A
und auBerdem ein beliebiges Element g, aus F(x). Dann definieren wir:
f(x) - g, . Jedes y aus A hat eine Darstellung y — x + g fiir ein g aus G.
Fir ) definieren wir f(¥) == f{x) -~ g. f ist wohldefiniert, da ~ eine Zer-
legung von E in disjunkte Aquivalenzklassen bewirkt.

(3) fist ein Schnitt fir £, denn es gilt: Se1 y aus 4 mit der Darstellung
yooox glee ) Dann st f{y) =f(x) -gel(x) g - Fx) - F(g)
Flx - g) = F(y).

(4} fist quasi-additiv, denn es gilt: Sei 3 aus £ und g aus . Dann
liegt v in genau einer Aquivalenzklasse 4 mit wie in (2) gewihltem Reprisen-
tanten v, d.h. y o= x - gfirein g aus G. Dann gilt: f(»y + ¢ - f{x g =
g) /) g g s fle-g) b g Sy g ) ).

N

)

Damit ist Satz 2 bewiesen.
Wir bemerken, dall es in Satz 2 geniigt. wie man sofort aus dem Beweis
ersieht, zu fordern, daB3 F(x) - F(g) T F(v - g) ist fur alle x aus £ und alle
gaus G.

Wir wenden nun Satz 2 auf die metrische Projektion an:

3. KoROLLAR, Sei £ ein normicrter Raunt und G ein proximinaler Teil-
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vektorraum. Dann existiert ein quasi-additiver Schnirt f.. E - G fiir P,
E— 2°

Beweis.  Wir zeigen, dal3 P quasi-additiv ist:

Seien x aus £ und g aus G. Sei g, aus Pg(x = g),s0 folgt: v — (g, - ¢)
Hx @) —gor =inffi(x  g)- g g Gy inf{ x -g g =G} Daraus
folgt: g, - g Pu(v), d.h. g,€ Po(x) - {g) -~ Pu(x) -~ P,lg). Sei anderer-
seits ¢, aus Px) - Polg) = Pyx) - Lgl, so folgt: g, - ge P.(x), d.h.
(v -g) —gyt s i {gyo-g) cmflix g tgl =GN infi (x - ¢}
—g' g Gl Also st g, aus Pelx o g).

Dall G Fixpunktmenge von P, ist folgt unmittelbar aus der Definition
der metrischen Projektion. Satz 2 liefert nun die Behauptung.

Damit st Korollar 3 bewiesen.

4. Satz. Seien E und G WK-Vektorrdume und F: E -~ 2% eine homogene
mengenwertige Abbildung. Dann existierr ein homogener Schaitt . E -» G
Sfir Fr E > 20,

Bewers. (1) Wir definieren fir x, y & £ v ~ vy genau dann, wenn x -~ v
fiicein a € I (¢ < 0). ~ definiert eine Aquivalenzrelation auf £, denn es gilt:
leKund (v :«ygenau dann, wenn v -= (1/a) x) und (aus x == av, v -~ bz
folgt v« abz).

(2) Den Schnitt £ definieren wir folgendermaBen: Sei A eine ~-Aqui-
valenzklasse in E. Wir withlen einen beliebigen Repridsentanten x aus 4 und
ein beliebiges Element g, aus F(.x). Dann definieren wir: f(x} :== g, . Sel nun
yaus A, dann gilt: v = ax fiir ein g K¢ + 0). Wir definieren: f(v):
af (x). Da 0 aus F(0) ist nach Voraussetzung, definieren wir: f(0): 0.
/1 E -~ @G ist wohldefiniert, da ~ eine Zerlegung von E in disjunkte Aqui-
valenzklassen bewirkt.

(3) [ist ein Schnitt fir F, denn es gilt: Sei 1 aus 4 wie in (2) mit der
Darstellung v - ax firein ¢ =K (¢ - 0). Dann ist (1) - af (x) = aF(x)
Flax) = F(r). AuBerdem ist /(0) -= O & F(O).

(4) fist homogen, denn es gilt: (a) Sei v ¢ Eund ¢’ < K (¢' -# 0). Dann
liegt 1 in genau ciner Aquivalenzklasse A4 mit wie in (2) gewithltem Reprisen-
tanten v, d.h. v axfireina ¢ K(a - 0). Daraus folgt: f{a'y) - flaa' x)
daf(xy  dflaxy - df(r). (b) Der Fall ye E, o' - Oist trivial.

Damit ist Satz 4 bewiesen,

Auch in Satz 4 geniigt es zu fordern. dafi aF(x) & Flax) ist fir alle x aus £
und alle ¢ aus K.

Wir wenden nun Satz 4 auf die metrische Projektion an:

5. KOrROLLAR.  Sei E cin normierter Raum und G ein proximinaler Teil-
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vektorraum ron E. Dann existiert ein homogencr Schnitt fo: E — G fir
Pei E—2°,

Beweis.  Wir zeigen, dall P; homogen ist. Der Fall x aus £ und ¢ == 0 ist
trivial. Seien daher x aus £ und a< K (¢ = 0). Sei g, aus Pg(ax), so gilt:

a'lx — (lja) gyl = lax — goi = inf{['ax — gl g€ G} - a inf{i x—
g ge G}, dh (1/a) g, ist aus P(x), also ist g, aus aP¢(x). Set andererseits
g, aus aPg(x), dann gilt: | Va || ax — gy | == ' x — (I/a) gy i = inf{li x —
giige G = | la}linf{iax - gl:ge Gl dh. g, ist aus Psax). Satz 4

liefert nun die Behauptung.
Damit ist Korollar 5 bewiesen.

6. SaTZ. Seien E und G beliebige Kegel mit Scheitel in 0, welche in K-
Vektorrdumen liegen, und F: E — 2¢ eine positiv-homogene mengenwertige
Abbildung. Dann existiert ein positiv-homogener Schnitt [ E — G fir F:
E —> 26

Bewels.  Wir definieren fiir x, y aus £: x ~ y genau dann, wenn x - aqy
fiir ein @ € K (¢ > 0) ist. ~ defintert eine Aquivalenzrelation auf £, denn es
gilt: 1 > 0 und (x = ay genau dann, wenn y == (l/a) x ist) und (aus x = ar,
v = bz folgt x =: abz). Der Rest des Beweises folgt nun analog dem von
Satz 4. Damit ist Satz 6 bewiesen.

In Satz 7 geniigt es wiederum zu fordern, dafi aF(x) C F{ax) ist fir alle x
aus £ und alle @ 2= 0.

Wir wenden nun Satz 6 auf die metrische Projektion an:

7. KOROLLAR. Sei E ein normierter Raum und G ein proximinaler Kegel
in E mit Scheitel in 0. Dann existiert ein positic-homogener Schnitt f.: £ — G
Sur P E— 26,

Beweis.  Die Positiv-Homogenitdt von P, zeigt man analog wie im Bewets
zu Korollar 5 die Homogenitit von P, . Satz 6 liefert nun die Behauptung.
Damit ist Korollar 7 bewiesen.

8. Bemerkung. Unter der Voraussetzung von Satz 6 und Korollar 7
existiert kein homogener und auch kein quasi-additiver Schnitt, nicht einmal,
falls £ ein Hilbertraum und G ein proximinaler konvexer Kegel mit Scheitel
in 0 ist. Dies ist, wie man leicht anhand von einfachen Beispielen zeigt. schon
fiir £ = R? nicht mehr erfiilit.

Betrachtet man Satz 2 und Satz 4, so stellt sich sofort die Frage, ob es
moglich ist unter der Voraussetzung der Quasi-Linearitdt einer mengen-
wertigen Abbildung einen quasi-linearen Schnitt fiir diese Abbildung zu
bekommen. Die Methoden der Aquivalenzklassenzerlegung aus den Beweisen
zu Satz 2 und Satz 4 versagen.

Geht man jedoch von einem endlich-dimensionalen Teilvektorraum G

640:20/2-3
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eines normierten Raumes E bei einer mengenwertigen Abbildung F: E - 2¢
aus und verwendet eine vollig andere Methode bei der Wahl des Schnittes, so
erhilt man, grob gesprochen, die erwartete Aussage, wie Satz 12 zeigen wird.

Dieser Satz steht noch in einem anderen Zusammenhang, Brosowski und
Deutsch fithren in [6] den Begriff der Inner- und Aufler-Radial-Unterhalb-
Stetigkeit der metrischen Projektion cin. Grob formuliert versteht man
darunter die Unterhalb-Stetigkeit der metrischen Projektion bzgl. gewisser
“Strecken.” In Analogie dazu definieren wir:

9. Dervmion. Seien £ und G normierte Rdume und F: £ -> 29 eine
mengenwertige Abbildung. Ein Schnitr (2 E — G fiir I E — 26 heilt radial-
stetig genau dann, wenn fur jedes x aus £ und jede Folge (x,) & {f(x) -
alx - F(x)): e c Ky mit x, — x gilt: f(x,) — f(x).

Ein schirferer Begriff ergibt sich durch die folgende Uberlegung: Efimov
und Steckin fihren in {11} den Begriff der Sonne ein, der sich als wichtig
fiir die Approximationstheorie erwiesen hat:

10. DerriTioN.  Sel £ ein normierter Raum und G eine Teilmenge von E,
G heilit Sonne genau dann, wenn fir alle x aus £ und alle g, aus Pg(x) gilt: g,
1st aus P p) fur alle y aus { g, - a(x - g,):a = 0}

Es ist bekannt, daf jede konvexe Menge eine Sonne ist. Betrachten wir
einen tschebyscheffschen Teilvektorraum G als Basismenge und bezeichnen
mit f;: £ > G die punktwertige metrische Projektion, so gilt: fiir alle x aus £
und alle y aus { fu{x) 4 alx — fo(x)): a € K} ist fu(x) = f(y). Dies liegt an
der Quasi-Linearitit der metrischen Projektion, wie sic sich aus den Beweisen
zu Korollar 3 und 5 ergibt.

Ausgehend von diesen Uberlegungen definieren wir:

11. DepNTION.  Seien £ und G normierte Riume und £: £ -> 2¢ eine
beliebige mengenwertige Abbildung. Eine Schnitt f* E — G fir F: E— 2¢
besitzt die Sonneneigenschaft genau dann, wenn fiir alle x aus £ und aile y aus
LG+ alx — FO): ae K} gilt: f(x) = £()).

Es ergibt sich somit das Problem, wann ein Schnitt mit dieser Eigenschaft
existiert. Dazu zeigen wir:

12. Sat7z. Sei E ein normierter Raum, G ein endlich-dimensionaley Teil-
vektorraum von E und F. E — 2 eine quasi-lineare mengenwertige Abbildung
mit G als Fixpunktmenge. Auferdem sei F(x) abgeschlossen und konvex fiir alle
x aus E. Dann existiert ein quasi-linearer Schnitt f: E — G fiir F. E -~ 2° mit
der Sonneneigenschaft.

Beweis. Da G endlich-dimensional ist, existiert etne zur gegebenen Norm

¢t Aquivalente Norm |, - ' auf E, welche strikt konvex ist (siehe K6the [14]).
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Da F(x) abgeschlossen und konvex ist fiir alle x aus £, ist x — F{x) ab-
geschlossen und konvex fiir alle x aus £. Man weil}, dal in jedem strikt
konvexen Raum jede abgeschlossene, konvexe Menge semi-tschebyscheff ist.
Daraus folgt nun in unserem Fall: Fiir alle x aus £ gibt es genau ein y, aus
X - F(x) mit [y, [, = min{| y|;: y € x — F(x)}. Die Existenz von j, fir v
aus E folgt aus der Tatsache, daBl G endlich-dimensional ist.

Wir definieren fir alle x aus £: f(x) ;= x — v, € F(x). Wir zeigen nun:

() fist homogen.

Seien x aus E und « aus [, dann gilt: ay, € a(x - F(x)) = ax — Flax).
Dies folgt aus der Homogenitdt von F. Weiter gilt: min{|y 'y € ax —

Flax)y == min{layiyex — F(x) = |egimin{| ¥y i yex — Fx) - .«
Yo 1= ay.i; . Da die Wahl des Schnittes eindeutig ist, folgt: v, - ar, .

Daraus folgt: f(ax) = ax — v, -~ ax — ay, = alx — 1,) = af (x).
(2) fist quasi-additiv.

Seten v aus £ und g aus G, dann gilt:
VeeX = F(x) == x g (F(x) -~ g)rs x4+ g — F(x ~ g).

Dies folgt aus der Quasi-Additivitit von F und der Voraussetzung, dafi G
Fixpunktmenge von F ist. Weiter gilt: min{|| v|;:vex + g - F(x -+ g)}
min{; yi; i yex g — F(x) — F(g))
sminf|yl cyex +g— Fx) g

min{iy i ryex — F) =1yt

Da die Waht des Schnittes eindeutig ist, folgt v,., = y,. Daraus folgt:
Yoo g —flx i g)=mx—f(x), also fx+g) = f(x) 4 g~ f(x)+ f(g)
Aus (1) und (2) folgt die Quasi-Linearitit des Schnittes f: £ — G.

(3) Der Schnitt f: £ - G besitzt die Sonneneigenschaft. Seien x aus £
und » =: f(x) <+ a(x — f(x)), wobei a aus K ist. Da F quasi-linear und G
Fixpunktmenge von Fist, gilt: ay, € f(x) + alx — f(x)) - F(f(x) - alx —
1(x))), denn es ist: f(x) = alx — f(x)) — F(/(x) + alx — f(x))) - f(x)
alx — f(x)) — F(f(x) — aF(x) = aF(f(x)} = f{x) + alx — F(x) - fx) -
aF(x) 4 af (x) = ax — Flax) - a(x — F(x)).

AuBerdem gilt:

min{lty ' v e f(xX) + alx — f(x) — F(f(x) = alx - F(xX))
==mindiy hiyeax - aF(x)] = a minfi)y qrex - FY),

=il Ve ;'1 = \I ay, .

Da die Wahl des Schnittes eindeutig ist, folgt, yswy.a(erom = av, , also
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J) 4aly = f00)) b S A+ alx - f(x) o ax — af (x) und somit f( ¥)
7).
Damit ist Satz {2 bewiesen.

Unter Verwendung von Satz 12 erhalten wir folgendes Korollar:

13, KOROLLAR. Sei E ein normierter Raum und G ein endlich-dimen-
sionaler Teilvektorraum ron E. Dann existiert ein quasi-linearer Schnitt f,.:
E > G fir P, E > 29 mit der Sonnencigenschaft.

Beweis. Da P, wie man aus den Beweisen zu Korollar 3 und Korollar S
ersieht, quasi-linear ist und G als Fixpunktmenge besitzt, folgt Korollar 13
unmittelbar aus Satz 12.
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