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!\usgangspllnkt del' Theorie bester I\ppr,n.imalion i~t die Fragc nCleh del'

Charakterisienmg, Existenz und Eindeutigkeit von Elementcn hestcr Approxi­

mation und die Aufstcllung numerischer Verfahren (~i(':he :\chiescr [I].

Cheney l! OJ, Mei l1arclu~ [17] une! Singer 1-'1. :'3]), !n den !ctLkn Jallren wcrden

insbesondere Schnitlprobleme dcr mengcnwertigcn metrischcn Prujcktion

p(; (Definition l) untchucht (~!ehc Singe:' [23, ~'CCI. 4]). !;nsere\rheit i~.;

ebenfa!ls dicsem Prohlcmkrci·, gClvic1mct.

in Abschnitt 1 be1'asse.l wir un', mil. dc,' I'age del' Lxistem ,Lctlgcr Scil!llltc

fLir die n.ctrische Projcktiun. Die bishc:' bckanntcn Lrgcb,li c,sc zeigcn. daL)

diesc\n von Schnittcn nul' lInler ,ud,en Vm~:u'setzu!1,g"n e:~islicr[ (~iehc

ELlll cr [2. 4]. BlaHer 1'1 (II. [5], Bro.v, n Ig. 9). LVii I' j 15], und LIDlr ('/ al. Ii 6 ]j.
Lazar ct u!. [l6] bcwiesen cine ~ichlexis.lenzaussagenil' ,lctige SchniHe lin
metrischen Proicklion in t l LIbel' cinem nichtatomaren Mal3raum. Wir

zcigen. dar;) iTIl' strikt kunvexc Raumc, alsu inshesondere I'llI' die L·Riiume

( ! p -.x:) bei proximinaler. llicht t\chehyschelTschcr hasismengc G kcin

stctiger Schuitt n:lr P" existicrt (Korollar 4), Ecispiclsweise erlauben die

vcrallgclTlcinertcn rationalen Funktioncn in f.,. (1 P .... C/:.) im Sinnc von

Blatter [3J keinen stetigen Schnitt h'I1' Pi

Lazar ct ul. [16] versuchten zu zeigen. daLI unter gewissen Voraussetzungen

in C(X), X zllsammenhangend, ein stetigcr Schnitt flir die metrische Projcktion
genau dann existierL ,venn die Easismenge lsehebyschctf ist. BrO\.vn [9) gab

jedoch ein Gegenbeispic! fllr diese Aussage. Wir zeigen, da!) unter atlge­

meineren YoraussetzlIngen in C(.Y), )( zusammenh~ingend.cin stetiger Schnitt
fUr die metrische Projektion mit del' Nutleigenschal't (Definition 7) genall

dann existicrt, wenn die Basismenge tsc1tebyschcJT ist (Korollar 10). Nach
Michaels Schnittsatz (Michael [18]) folgt aus del' Unterhalb-Stetigkeit VOI1

, Er,ter T<.:il meinel Dissertation "DualiLit von Sehniltcn fl!1 die melrischc I'rojd-,tiun
und von Fortsetzungen kompakler Operalorcn," Frlangcn, 1')75.
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P(; die Existenz cines stetigen Schnittes filr Pi;. Die Umkehrung gilt I.a.
nicht (siehe Lazar et al. [16]). Mit unseren Ergebnissen zeigen wir, daB in
ClX), X nicht notwendig zusammenhiingend, aus der Existenz eines stetigen
Schnittes fUr PG mit der N ulleigenschaft die Unterhalb-Stetigkeit von Pc;
[olgt (Satz 12).

Schliel3lich beweisen wir, daB unter gewisscn Voraussetzungen in L j liber
einem nicht notwendig nichtatomaren MaBraum fur einen eindimensionalen
Teilvcktorraum G ein stetiger Schnitt mit der NuUeigenschaft fur Pc; genau
dann existiert, wenn G tschebyscheJf ist (Korollar 15).

LJa stetige Schnitte fUr die metrische Projektion nur unter starken VOI"aus­
setzungen existieren, erhebt sich die Frage, ob die metrische Projektion
Schnjtte mit abgeschwiichten Stetigkcitseigenschalkn unter schwacheren
Voraussctzungen zulaf3t. Durch Anwendung von Siitzen uber md3bare
Schnitte yon Himmelberg, van Vleck [12] j'ur beliebige mengenwertige
Abbildungen (Satz 2 und Satz 3) zeigen wir in :\bschnitt 2, daB bei schwachen
Kompaktheitseigenscha1kn der Basisl1lcnge G ein Borel-meBbarer Schnitt
nir Pc; existiert (Satz 4, 5 und 7, Koroilar 6 und SI).

Schici.llich behandcln wir in Abschnitt 3 die Fragc, welche Schnitteigen­
schaftcn die metrische Projcktion besitzt, falls ein beliebiger proximinaler
Tcilvektorraum als Basismenge vorlicgt. \Vir beweisen, daf.) jedc quasi­
additive mengenwertigc Abbildung mit ciner gcwissen FixpunkteigcnschafL
eincn quasi-additiYen Schnitt zul[iJ3t (Sat;: 2). AuGerdem lcigen wir, daG ri.ir
jeJe homogene mengenwertige Abbildung ein homogencr Schnitt cxjqiiO"rt
(SaLz 4). Dicse Ergebnisse konncn 501'ort auf die metrischc Projektion
angewandt werden. Unter gewissen Voraussetzungen gilt sogar, daf.) jede
quasi-lineare mengenwertige Abbildung einen quasi-linearen Schnitt mit der
Sonneneigenschaft (Definition 11) besitzt (Satz 12). Auch dieser Satz kann
sofort auf die metrische Projektion angewandt werden.

I. STETIGE SCHNlTTE FUR DIE \lETRISCHE PROJEKTIO"

Zu Beginn definieren wlr die grundlegenden Begriffe zm metrischen
Projektion:

I. DEfINITION. Sei E ein metrischer Raum und G eine Teilmenge von E.
Fur aile x aus E sei d(x, G) := inf{d(x, g) : g E G} und Pc;(x): {go E G:
d(x, go) o=c d(x, G)}.
Die E1emente aus Pc;(x) heil3en Elemente bester Approximation (fLir x bzgl. G).

G heiDt proximinal, falls Pc;(x) nicht leer ist fUr aile x aus E. G heiDt
semi-tschebysche[f, falls Pc(x) hochstens einpunktig ist fLir aile x aus E. G
heiJ3t tschebyschejf, falls G proximinal und semi-tschebyscheff ist. Fal'ls G
proxil1linal ist, heiJ3t die oben definiertc Abbildung Pc, von E in 2(; die



198 (,UNTHER NURNBERGER

(mengenwertige) !nctrischc Projcktiol1 bzgl. G, wobei 2G : .~ {G' C G : G'·, r/J:
ist.

Wir nennen G die Basis/1lenge der metrischen Projektion PI; : L -). 2".
Falls die Basismenge proximinal und nieht tschebyscheff ist, sprechen wir
vom I11cnge/lll'ertigcn Fa/f. Falls die Basismenge tschebyscheff ist, sprechen
wir vom Echebyschcff-Fall und betrachten die metrische Projektion in den
meisten Situationen als punktwertige Abbildung, d.h. als Abbildung von
Ein G.

Seicn Lund G Mengen und F: L .. ). 2(' cine belicbige mengenwenige
Abbiidung, so heiBt cine Abbildungf: E .~ G ein Schnitt flir F: rJ·-). 2(;. falls
f(x) aus F(x) ist fur aile x aus E. Besitzen die Mengen E und G gewisse
Strukturen, etwa lineare, LOpologische odeI' metrische Strukturen, und besitzt
ein Schnitt bestimmte Eigenschaften bzgl. dieser Strukturen. so sprechen wir
beispielsweise von einem stetigen, Borel meBbaren, homogenen, q uaSl­
additiven bzw. lincaren Sehnitt. Die genauen Definitionen werden in den
einzelnen Abschnitten gegeben.

Ats crstcs zeigen wir eine Nichtexistenzaussage fLir stetige Schnitte der
metrisclwn Projektion in strikt konvexcn Raumen, bencitigen aber vorweg
die folgcnde Definition:

2. DEFINITIO~. Sci E ein normierter Raum.

(I) E heiGt strikt kunvcx, wenn nir aile .\" I' aus E mit x y gilt:
ist i x y', so folgt ~(x y) . 1.

(2) Fllr aile .\, y aus E sei [x, y]: :ax (1 a) y: 0 a I;.

(J) Sei x aus Lund r 0, so definieren wir:

/((x,r): {y E: x y ·~r;,

K'(x.r): (reE: x y 1';.

SC\', r): { y (~ E: x- r /
.,
i'

Wir beweisen nun den folgenden Satz 3, aus dem sieh die oben erwahnte
Nichtexistenzaussage als Korollar 4 ergeben wird.

3. SATL Sei E ('in normiertcr Raum und G ci/le proximina/e Tcifmenge
run E. 1:.'" cxistiere £'in stetiga Schnitt .1(, : I:'-~ G .IiiI' Pc,: E .. 21;,

Dan/l ist [g,f~(x)] C S~x, d(x, G))fiir aile x aus E und a!le g aus Pc;(x),

Be11'eis. Zunachst zeigen wir die folgende Behauptung: Sei G eine proxi­
minale Teilmenge von E und existiere ein stetiger Schnitt[(; fUr PG und seien
oaus E'.G und go aus PdO). Dann gilt: [go ,./dO)] C S(O, d(O, G)).

Bewcis der Bchauptung. Fur go aus P,,(O) zeigcn wir: [go ,./;',(O)J .'1'(0, d
(0, G)).
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(I) Zunachst zeigen wir fUr alle 0 < b < 1: A/): S(O, d(O, G) n
S(bgo , d(bgo , G» ist sternforrnig urn go, d.h. {% .C- (I ~- a) z ist aus Ali fUr
alle z aus Ali und alle ° a I.

(Dies wurde von Klee in [13] angegeben.)

Bewcis con (I). Seien °< b .< ! und z aus Ali ' so gilt:
- d(O, G) =c [' go und z .. -. bgo Ii ,= d(bgo , G) = (I .' b) d(O, G).

1m folgenden beachte man die Tatsache, daB, falls die Endpunkte einer
'Strecke" [x, y] und ein Punkte irn "Inneren" dieser Strecke gleiche Norm
besitzen, aile Elemente der Strecke dieselbe Norm besitzen. Dies beweist
man leicht durch Widerspruch.

(a) Es gilt:

bgo + (l - b)«z - bgo)/(I - b»! =,' z'''' d(O, G).

Daraus foigt:

ego' (1 - c)(z ~ bgo)/( I - b))i'= d(O, G) fUr a1Je ° c 1.

Wir definieren nun: c : ~ce 2b - b2, d.h. 0 < c < I.
Darnit gilt dann:

unO

bg" L (I - b) z= d(O, G) und ago ',- (l - a) z

und

d(O, G) (0 a I)

ago -; - (1 - a) z E S(O, d(O, G»
(b) Weiter gilt:

(0 a 1).

ago ';- (I - a)«z - bgo)/( I -- b»), = d(O, G) (0 a' I).

Daraus folgt: i ago":" (I ~ a):: -- bgo'i .. = (I .- b) d(O, G) ., d(bg" , G)
(0 . a I) und ago' (I -- a):: -. bgo E S(hgo , d(bgo , G») (0 a / 1).
Darnit ist (J) gezeigt.

(2) Wir zeigen nun: Fur aile °< b < 1 gilt

bg" EO A := {x E £\6: go E Pc;(x) und [go ,fc.(x)] C S(x, d(x. G»)).

BClI'eis can (2). Fiir °< b < 1 gilt:
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(0 II 1).

Letzteres zeigen wir folgendermal3en:
Zuniichst gilt: /dbg ll ) ist aus S(bgo ' d(bgo , G)) II S(O. d(O, G)). Denn an-
genommen /dbg ll ) d(O, G), so folgt:

i r;(hgo)

(

hg ll

h
(/(0, G).

/dbg ll ) bgll d(bgll , G) (I b) d(O, G) ist.
(I a)fdhg ll ) ,- S(bg(l' d(hR" ' G)) (0 a I J.

was ein Widcrspruch zu
..\us (I) folgt nun: IIg"

Damit isl (2) gezeigt.

(3) Wir zeigen: A ::x L G: g" f Pdx) und [go .f(;(x)] SLy, d
(x. G)): ist abgeschlosscn in EG:

Bnfl!is lUll (3). Sci x LG und (x,,) eine Folge in A. die gegen .v kon­
vergiert. Dann zcigcn wir: .\ EA.

(a) g" ist aus pcC\). denn es gilt: Sci /I aus N und .\" aus A, dann ist g"

aus p(;(x"J. wnraus folgt, daB gil aus Pc,(x) ist. da (x,,) gegen x konvergiert.

(b) Fs isl [go .fc;(x)] eine Teilmcnge von SIX, d(x, G)), denn eo', gilt: Sei
11 aus ~'\J und Xu aus A, dann ist ag ll ' ... (I . a)fdx il ) X n dL\" , G)
(0 (/ 1). Fur 0 II I feigen wir: ilK/) (1 a)'/;;(x) \

d(x, (j). Da(x,,) gcgcny komergicn und I;, stetig is!. gill: ago (I u)
Idx lI ) 'Y II konvergiert gegen ago (I a).fc'(x) x, Da sic Abbildungen
.\'" x und x ~ dCY, G) stetig sind, folgt durch Grenzubergang von x" IU

.\": ago (I a)/;;(x) x d(x. (f). Aus (a) und (b) folgt, dar.) x aus·j
ist. Damil j,l (3) gezeigt.

(4) Wir zcigel1 "chlieI3Iich: [go ,/;,(O)J ( 5(0, d(O, e)).

BClI'et's lUll (4). Aus (2) folgt, dal.\ bgll aus A isl I'llI' alle () b· lund
au~ (3) folgt. dal.\i abgeschlossen iSl in I:"G. Daraus folgt, daB 0 aus A iSl, cia
bi!.o au~ E G i,( fllr alle 0 b I. \\'or~ms (4) folgt. Damit ist die Behauptung
gezeigt.

Wir habell al<;o bi"her FQlgendes gCleigl: falls G" L pl'oximinal i"l, falls
flir C' ein stetiger Schnitt f;" ftir Pr;' cxistiert und 0 aus E\G' und g,,' aus
Pc, (0) ist. gilt: [[;,,'.1;;·(0)] c:. S(o. d(O, G')).

Dar'lus fo]gt nUll: Sci e C E proximinal und existiere ein stetiger Schnil1
.f~; flir Pc, und scien x" (x" 0) aus C e unci go aus Pc,{.\o), d'lnn zeigen wir:
[go ,f~,C\,,)] S(v", d(Y" , G)). Dazu definieren wir: G": :.\.\) g: g ( G:.
Dann ist 0 aus E (i' und auf3erdem G' proximinal, denl1 cs gilt: Da G pro,\!-
min'll isl:. folgt: Flil' alle x aus E cxi~tiert ein g., aus G mit .\ g,
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inf{i x - g Ii : g E G}. FUr aile x aus E definieren wir: g,e': X o - g,f
O
-" E, G'.

Daraus folgt: 1i x -- g,/ 1. - 1[(xo - x) - gxo-x . = inf{!(xo -- x) - g !.: g E G}
c inf{; x - g' :: : g' E G'}, d.h, gx' ist aus Pdx), Also ist G' proximinal.
Wir detlnieren fUr aile x aus E: .1'<;{\'):= Xo .1'<,(xo - x) c G', Dann ist

fltr aile x aus Ej;,'(x) aus Pdx), denn es gilt:

x . -- /(;'(x)l- 1(xo - x) -1'<.(.\0 - x)' - inf{i(xo - x) g: g , C:

inf{]' x- g' : g' E G':.

Dal11it ist /<;, ein stetiger Schnitt fUr p(,' . Nach dem bisher Bewieserwn folgt
nun: Fiir aIle g' aus Pr,'(O) ist [g',/;,,(O)]:;:; 5(0, d(O, G')). Da go aus Pdxo) ist,
folgt: 0 -,- (Xfl -- go)!] inf{j' Xo -- g! : g E G.: inf{:; 0 g : ,!j,. --:: G';,
d.h. Xu --- go ist aus PdO). Daraus folgt schlief31ich fur aile 0 (/ I:

(/(.'0 go)- (I - a)};,'(O):

a(xo - go) ..L (I - a)(xo -1'<;(.\0))

d(O, (J')- d(xo . G), d.h. Xo - (ago (I -- 0)};,(XO);7 d(Yo , e),

d.h. [,~o' 1'<;('0)] C S(xo ' d(xo • e)).

Dal11it ist gezeigt: [g..fdx)] r::: sex, d(x, e)) fLir aile x E DG Lind aile g E Pd.\).
Trivialerweise gilt: [g,fJx)] (:; Sex, d(x, G) fUr aIle x E G und alle g c Pr;(x).

Also gilt schlief31ich: [g,.fJr)] C S(\', d(x. G)) fiir alle.\ E E Lind aJle g c Pr;lx).

Damit ist Satz 3 bewiesen.
Aus Satz 3 el'gibt sich schliel3lich folgendes Korollar:

4. KOROLLAK. Sci E ein .I'trik t kanl'exer normierfer Ralltll lind C; ('inc
proximinale Teilmenge 1"On E. Es exi.l'liere ein stelixer Schnirt f,.,: L ,. Cfiir
P,,: E -. 2G• Dann ist G f.l'chebvschefl

Bell'ei.l. Das Korollar folgt unmittelbal' aLis Satz 3 und del' Figenschaft
strikt konvexer norl11ierter Riiume.

Wir haben also gezeigt, daG in einel11 strikt konvexen Raul11 bei proxi­
minaler, nicht tschebyscheffscher Basismenge, und dies ist del' einzig wichtige
Fall l'Lir Schnittproblemc, kein sletiger Schnitt fiir die metrischc Projektion
existierl. Damit haben wir del' Nichtexistcnzaussage von Lazar ('r al. in [16]
im Raum L, bei nichtatomarem Maf3raum und endlich-dimcilsionaler
Basismcnge libel' stetige Schnitte flir p(, insbesondcre cinc Nichtexistcn­
zaLissage fiir die L"-Riiume (I <: p <x:). cbenso wic ctwa iiiI' Hilbenriiullle
hinzugefUgt.

U"l ein wei teres Korollar f"ormulieren 7U k6nncn. bcnbligen \\ir die
rofgcndcn BegrifTc:

5. DLFINJTlol". (I) [in normierter Raum E heif3t ghar genau dann, wenn
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fUr aile x aus E mit x 1 genau tin f aus E' existiert mit I lund
f(x) I.

Sei E ein Illetriseher Raulll und G eine nieht leere Teillllenge von E.

(2) G heiGt approximatir-kompakt genau dann, wenn fur aile x aus E

lind aile Foigen (g,,) in G, falls d(x, g,,) gegen d(x, G) konvergiert, ein g aus G
und cine Teilfolge C(,fo) von (go) existiert, die gegen g konvergiert.

(3) Ci heiGt beschrankt-kompakl, falls mr alle x aus E und aile r ()
die Menge K'(x, r) (l G relativ-kompakt ist. (Hierbei sei K'(x, r) analog
Dehnition 2 fur metrische Rallllle denniert.)

Es ht bekannt, daB jeder endlich-dilllensionale Teilvektorraum eines
normierten Raullles und jede kompakte, sowie jede beschranktkompakte.
abgeschlosscne Teilmenge eines metrischen Raumes approximativ-kompakt
ist und dar) die metrische Projektion bei einer approximativ-kompakten
Rasismcnge illl Tschebyscheff-Fall stetig ist. Au13erdem istjede approximativ­
kompaktc Basismenge proximinal (siehe Singer [21]l.

Nach diesen Vorbereitungen crhaltcn wir nun folgendes Korollar:

6. KORULLAR. Sei L ein sirik I konre.yer, glatter Bonaehrawn WId G eille

beschrankl-kompaktc, abgesclIlosseJ1e Teilmcnge 1'011 E. Drmn sind die[olgendcn

Bedillgungen iiquimlenf:

(I) {:s existier! ein sletiger SelInilt!,,: E • Gfiir P,.: E --. 2(;.

12) G isl (lehebL.lc!Ierr

(3) C; isl konrex.

Bell'cis. Das Korollar folgt aus Korollar 4, einelll Satz von Vlaso\
(Singer [21). Theorem 2.2. S. 368) LInd der bekannten !\L1ssage, daG in einem
slrikt konvexcn Raum jede konvcxc Menge semitschebyscheff ist.

Brosowski und Deutsch bewiesen in [6] Korollar 4 und Korollar 6 fUr die
Inncr- Radial- Unterhalbstetigkeit von F\, anstelle der Existenz eines stetigen
Schnittes fLlr PI, , was cine vcrscharfte Form von Aussagen in Blatter cI al. (5)
darstellt. ,\.ls nachstes beweisen wir cine Nichtexistenzaussage flir stctige
Sehnitte mit der Nulleigenschaft, der Begriff wird spater definiert. fLir die
metrische Projektion im Raulll C(X). Mit C(X) bczeichnen wir den Raum der
stetigen. reellwertigen Funktionen auf X, wobei X ein kompakter HaLls­
dorffraum sei. Fi.ir ein! aLls C(X) und einen proximinalen Teilvektorraum G
von C(X) sci Z(Pdf)): {x (' X: g(x) , 0 fLir alle g aus Pc;( n:. Zuniichst
beniStigen wir die folgende Definition:

7. DUI:\JTlo'\. Sci E ein normierter Raum, G eine proximinale Tcilmenge
von E LIndt:. : f.. G ein Sehnitt nir P".: E - .. Y. Wir sagen, del' Schnitt f.
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~ ist k auf Pdh').

besitzt die Nulleigenschaft genau dann, wenn f;.(x) c., 0 ist fUr aile x aus
P-l(O). wobei p(/(O) := {x E E: 0 E Pdx)) sei.

8, Bemerkung. Die Nulleigenschaft stellt in gewisser Weise eine naturliche
Bedingung an den Schnitt dar, insofern als man bei expliziter Angabe der
Auswahl des Schnittelements gerade dann diese Eigenschaft erhalt, wenn
man, was naheliegt, fur aile x aus E definiert: f(,(x) sei aus P(,'(x) so gewahlt,
daGi,~;(x)li=~ inf{' g : g E p(Jt)} ist.

Man vergleiche etwa die Beweise zu Theorem 4 [S} und Theorem 2.1
(Lazar et al. [16]).

Unter Verwendung einiger Lemmas aus Blatter et al. [5} beweisen wir nun
den folgenden Satz:

9. SATZ. Sei E = C(X), H'obei X ein kompaktel' Hausdorffraum ist, Ci !.'in
proximinaler Teihektorraum wn £ und / P(,'(j)\ endlich-dimensional fur aile
f aus E. Es existiere ein stetiger Schl1itt~,: E -+ Ci fur Pr,: E··,. 2(,' mit del'
Nulleigenschafi. Dann ist Z(PdJ» offenfur aIle f aus Pr~l(O).

Serre/s. Angenommen, es existiert ein h aus p;/(O), so daB Z(Pc(h» nicht
offen ist. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, daG
i h c= J sei. Dann existiert, da ,Pr,(h) endlich-dimensional ist. ein p aus
Pdh) und ein )1' aus Rd(Z(Pr;(h», so daG fiir aIle U aus U(w) ein y aus U
existiert mit p( y) 0 und hew) O.

p( y) kann als echt grol3er Null angenommen werden, da man notigenfalls
h durch h p ersetzen kann, denn es gilt: 0, -p ist aus Pr;(h .. p) und
(il p)(rr) •.~ h(ll) 0 hew) und Z(Pr;(h- p» =c Z(Pr,(h».

Wir beweisen nun den Satz unter Verwendung der Lemmas 3 bis 1\ zu
Theorem 2 in Blatter et al. [5]. Aus Lemma 3 folgt:

(1) Es existiert ein rOund ein q aus P(;(h), so daB fur aJle taus
Pr,(h) ein U aus U(w) existiert mit: 1st t q auf U, dann folgt t' r.

AuGerdem existiert eine Funktion h' aus E mit den folgenden Eigen­
schaften:

(2) lz'(w) ~--= lund h',. lund 0, q ist aus Pr;(h').
Dies folgt aus Lemma 4. Aus Lemma 5 folgt:

(3) Filr alfe k aus Pdh') mit" k ; .~ ist k aus P(,(h). Es existiert
weiter fUr aile n aus N eine Funktion t{" mit den Eigenschaften:

(4) Fur alle n 2 und aile p aus Pdq,,) existiert ein U aus [/(11') mit
p q auf U.

Dies folgt aus Lemma 6. Aus Lemma 7 folgt:

(5) (q,J konvergiert gegen 11'.
Aus Lemma 1\ folgt:

(6) Hir aile n aus N und aIle k aus Pr;(q,J mit! k
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\ ist. daG /;;)(!n ) aus- ',)

~ ist, daB Jdqn) aus

Nun folgt der Rest des Beweises: Sei};; der nach Voraussetzung existierende
stetige Schnitt fUr Pi, , dann folgt aus (5), daB (qn) gegen h' konvergiert und
daraus, da[\ (j~(q{/» gegenfc(J1') konvergiert. Aus (2) folgt, daB h' aus PZ1(O)
ist und daraus nach Voraussetzung del' Nulleigenschaft des Schnittes, daB
fdh') gleich 0 ist. Also konvergiert (j;;(q{/)) gegen O. Daraus folgt, daB es ein
no 2 gibt mit 1;;(qll) 1 ~ und ij;;(qn)i r.

Aus (6) folgt, cia/dq,) aus PG(qn) und'f(;(Cj,,)!
Pdh') isl.

Aus (3) folgt. da fdqn) aus Pdf?') und , j;;(q,,),
Pc;(h) ist.

Aus (4) folgt, dafr;(qll) aus p(;(qno) lind no 2 ist, daB cin U aus V(II')

existiert mit/dC/II) q auf V. SchlieRlich folgt aus (I). da es ein U 'IUS V(lI')

gibl mit .fr.(C/IIO) q auf U und da f;;(C/II) aus Pdh) ist, daG t;,(Cf,) r is!.
Dies ist ein Widerspruch zu lfr;(Cfn)! r. Damit ist Satz 9 bewiesen,

Aus Satz 9 ergibt sich nun die angeki.indigte Nichtcxistenzaussage fLir
stetigc Schnitte der metrischen Projektion in C(.\·):

10. KOROLLAR. SE; F C(X), lrohEi X cin komjJaKler, ::usamnw!I-
hiingcnder HausdOilfralllll ist. G cin jJroximinaler Teilreklorraum ron E lind
<f(;(ff endlich-dimensional far aile f aus E. E~ existiere cin stetiger Schnitt
!c,: E·> Gfiir Pi;: E·+ 2c mil da Nlilleigcnschaft. Dann ist G tschebyscheff.

BCH'cis Aus der Voraussetzung und Satl 9 folgt, dar3 L{P(,(f)) otTen ist
fiir aile f aus Pc/CO). Aul3erdem ist Z(Pdf)) aus Sletigkeihgriindcn ab­
geschlossen I'l'lr ailefaus P(;\O).

Darilberhinaus ist Z{PdfJ) ,. ¢ fEr aile f aus Pc '(0) nach Lemma I ill
Blatter ct al. [5]. Da X zusammenhangend ist, folgt fill' aile f aus P G

1(O), dal.)
Z(P(;( 1") X is!, d.h. Pr,( n:O}. und dar,lUs folgt die l3ehauptung. Damit
ist Korol!ar 10 bewicscn.

\Vir erschen also, daG unter den Voraussctzungen von K')rollar 10 im Fall,
daB die Basismenge nicht tschebyschciT is!, und nur dicsc Situation ist fur
Schnittfraucn intcrcs,'anl. kein stetigcr Sehnitt mit der Nul!cigcnichaft fi'lr die
metl'i~;che PrC1jcktion cxistiert.

Lazar ('( al. vcrsuchten in [16] zu bewciscn, dar) unter stiirkercn Vorau:;­
setzungen als in Korollar 10 bei nieht tschehyschctTscher Basismcngc in C(Y)
kcin skligcr Schnitt flir die melrische Projcklioll cxislicn. Brown gab jcdoch
in [9) ein Gcgenbcisrid an.

1m folgcnden unlersuchen wir cine weitcre Konsequenz von Satz 9. Dazu
sind die folgcnden Bcgriffe notwendig:

II. UUi"ITlOc-'. Es seien E und G topologische Raume.

(1) Line mengenwertige Abbildung F: E->- Y heil3t oberhalb-slelig
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genau dann, wenn {x E E: F(x) n C' ccfc'} abgeschlossen ist flir aHe ab­
geschlossenen Teilmengen C' von C.

(2) Eine mengenwertige Abbildung F: E --+ 2G heiSt IInterhalb-stetig
genau dann, wenn {x E E: F(x) n G'y;)} offen ist flir aile offenen Teil­
mengen C' von C.

Nach Einfiihrung dieser Begriffe sei erwahnt, daB Blatter et ai. in [5]
Satz 9 unter der Voraussetzung bewiesen haben, da13 Pc: E --* 2G unterhalb­
stetig sei, anstelle der Existenz eines stetigen Schnittes fUr PI': E ~. 2G mit
der N ulleigenschaft.

Unter Verwendung des bekannten Schnittsatzes von Michael (siehe
Michael [ISJ, Theorem 3.2", S. 364) und Satz 9 erhalten wir nun die folgende
Aussage:

12. SATZ. Sei E = C(X), It'obei X ein kompakter Hausdorj/i"aum ist, C ein
proximinaler Teilvektorrallm ron E, <Pc(/) endlich-dimensional/iir aIle f aus
E lind .lei Pc: E --+ 2G oberhalb-stetig, dann gilt:

(I) Falls Pc 1Il1terhalb-stetig ist, existiert ein stctiger Schnittf(Jiir Pc .

(2) Falls ein stctiger Schnitt fe; fiir Pc mit der Nulle(f!;cllscha[t cxistiert.
ist PI; zlflterhalb-stctig.

Be'reis. (I) folgt sofort aus dem oben erwahnten Sehnittsatz von Michael.

(2) folgt ebenfalls unmittelbar aus Satz 9 und Theorem 2 in BI.atter et
al. [5].

Wie Singer [21] in Theorem 3.1, S. 386 bewiescn hat, ist Pe; oberhalb­
stetig, falls C approximativ-kompakt. also insbesondere, falls G ein endlich­
dimcnsionaler Teilvektorraum ist.

13. Bemerkung. AusMichaels Schnittsatz folgt unter gewissen VoraLls­
setzungcn aus der Unterhalb-Stetigkcit der mctrisehen Projektion die
Existenz cines stetigen Schnittes fUr die metrische Projektion. Die
Umkchrung ist im allgemeinen jedoch nieht riehtig (siehe Lazar et al. [16],
S. 198). S"tz 12 zeigtjedoch, da13 dies in bestimmten Fallen gilt, falls es sieh
um einen Sehnitt mit der Nulleigenschaft handelt.

i\ls niiehstes untersuchen wir stetige Sehnitte mit del' Nullcigenschaft fUr
die mctrische Projektion im Raum L 1 bci beliebigem a-endljehen Maf3raum.

Wie bereits erwahnt, bewiesen Lazar ct al. eine Niehtexistenzaussage fi.ir
stetige Sehnitte der metrisehen Projektion im Raum L 1 bci nichtatomarem
MaL)raum und endlieh-dimensionalcr Basismenge. Es stellt sieh das Problem,
ob man ahnliehe Nichtexistenzaussagen beweisen kann, falls man die Be­
dingung, daO del' Ma13raum nichtatomar ist, fallen la13t.

Zuniichst benotigen wir die folgenden Begriffe: Sci (X, S, u) cin a-endlieher
Mal1raum mit positivem MaL) u. Unter [leX, S, II) verstehcn wir den Raum
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aller reel len u-integrierbaren Funktionen auf X, wobei zwei Funktionen ab
identisch betrachtet werden, falls sie sich nur auf einer Nullmenge unter­
scheiden. Lj(X, S, u) sei versehen mit der iiblichen Norm: J ;·c J f du
(f aus L1(X, s. u». Unter Loc(X, S, u) verstehen wir den Raum aller reellen
meBbaren, u-fast iiberall beschrankten Funktionen auf X, wobei ebcnfalls
zwei Funktionen als identisch betrachtet werden, falls sie sich nur auf einer
Nullmenge unterscheiden. Ln(X, S, u) sei ebenfalls versehen mit der iiblichen
Norm: If.: SUP{I f(x)i : x EX\Nt}, wobei Nt die Nullmenge isL auBerhalb
der fbeschrankt isL

1m folgenden identifizieren wir stets den stetigen Dualraum von L 1(X, S, /I)

mit LAX, S, a).
Eine Menge aus S heiBt Atom genau dann. wenn 0 < /I(A) "00 X) ist und fiir

aile B aus S mit B C A gilt: u(B) CO" °oder II(E) u(A).
Sei X eine Menge und f eine reelle Funktion auf X. Dann verslehen wir

unter supp(J) die Menge {x E X:f(x)/ OJ, unter Z(n die Menge {x E X:
f(x) O} und, fallsfbeschrankt ist, unter S(J) die Menge {x E X: j(x)i

suplif(y) : y E XJ). Die obigen Mengen treten in Zusammenhang mit
L1eX, S, u) und L,,(X, S, u) auf und werden stets modulo Nullmengen inter­
pretierL

Sei E ein normierter Raum und G ein Teilvektorraum von 1:. Dann
verstehen wir unter C L die Menge {f C E': f(g) -, 0 fUr aile g t= G:.

Notwendige Bedingungen fUr stetige Schnitte der metrischen Projektion
sind bekannt in Zusammenhang mit Charakterisierungen solcher Schnitte
fUr eindimensionale Riiume als Basismenge in C(X) bzw. 11 (siehe Lazar
et al. [16] und Lazar [15]). Wir geben eine notwendige Bedingung fUr stetige
Schnitte der metrischen Projektion mit der Nulleigenschaft im Raum 1.1 bei
ebenfalls eindimensionaler Basismenge. Daraus folgt ein Korollar. das eine
Nichtexistenzaussage fUr stetige Schnitte der metrischen Projektion mit der
Nulleigenschaft im Raum L 1 darstellt.

14. SATZ. Sei E Ll(X, S, II), H'obei (X, S, u) ein a-endlicher ;'vfajJraul11
sei, und G ein eindimensionaler Teifrcktorraum ron E, d.h. G ~ (go fur <'in
go aus G. Es existicrc ein stetiger Schnitt fc;: E --+ G fur p(;: E --+ 2" mit der
Nulleigcnschaft. Dann existiert kcinfaus G emit n--c I, so dajJ SCi) c:; Z(go)
und SUPPClio) nicht Vercinigung endlich l'icler Atome ist.

Beweis. Angenommen, es existiert ein .f aus G mit S(n ~, Z( go) und
ill' .=, lund supp(go) ist nicht die Vereinigung endlich vieler Atome. Wir
zeigen, daB kein stetiger Schnittfr; fi.ir P(. mit der Nulleigenschaft existiert.

Da supp(go) nicht die Vereinigung endlich vieler Atome ist, existiert eine
Folge von Mengen (E,,,) mit den folgenden Eigenschaften: Fur aIle m aus [\;
ist E,,, aus S, u(£",) 0, Em c:; supp(go). flio besitzt konstantes Vorzeichen
auf Em und auf3erdem konvcrgiert die Folge (u(E",)) gegen Null. Ersetzt man
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notfalls go duch-go und nimmt lediglieh eine Teilfolge von (Em), so kann
man ohne Beschdinkung der Aligemeinheit annehmen, daB fio < °auf E,,,
ist fur aIle m aus N.

Wir definieren nun die folgenden Funktionen aus E Ll(X, S, u):

Iz: / i go ' auf X\SU)

11", : ,= h auf X\E",

k",: 11 auf X\E",

und

und

und

h :~.~ °auf SU),

11",:=,OaufE", (mausN),

k", := go auf E,o (111 aus I'\J).

Dann gilt, da (u(E"J) gegen Null konvergiert, daB sowohl die Folge (hUl ) als
aueh die Folge (k,,,) gegen h konvergiert. Wir zeigen nun die beiden folgenden
Behauptungen:

Behauptung I. 0 ist aus Pdh"J fur aile m aus N.

Bel1auptung 2. Pdkm ) n {g E G:! g < Igo fur aile m aus N.
Daraus folgt dann, daB kein stetiger Sehnitt/c; fUr Pc; mit der N ulleigensehaft
existiert.

Denn angenommen, es existiert soleh ein Sehnitt /G , dann ist /G(h",) 0
fUr aIle m aus N, da 0 aus Pdhlfl) ist fUr aile m aus N, und daraus folgt, da
/e; stetig ist, daB /G(h) = 0 sein muB. Andererseits folgt iJdk",), 'r go! fur
aile m aus N, da PcCklfl) n {g E' G: g < go n=c' ist fur aile 111 aus N,
woraus folgt, daB die Folge (fc;(km ») nieht gegen/c;(h) .•~ °konvergiert Dies
ist ein Widersprueh. Wir geben nun den Beweis von Behauptung I: Wir
zeigen, daB hm aus E\G undf(hlfl) .~, " hm !, ist fUr alle m aus N.

Aus Singer [21], Satz I. I, S. 18 falgt dann, daB 0 aus Pdhm ) ist fur aIle 111

aus r~.

Sei nun 111 aus N, dann gilt:

Denn wir k6nnen ohne Besehrankung der Allgemeinheit annehmen, daB
u({E,,: n ef· m}\E,J > 0 ist. Aus der obigen Gleiehung ergibt sieh, da/aus G
ist, daB hm aus E\G ist.

Weiter gilt:

du .= r
o X\(.'(f)u E,)

go I duo

hili r :/ go: I du =c. f go I duo
o X\(S(f)u E,) , o.t\(S(f)uE,)

Damit istf(h",) ==1 hm 0

Damit ist Behauptung 1 bewiesen.
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Wir geben nun den Beweis von Behauptung 2: Zunachst zeigen wir, daB
go aus PG(km) ist fUr aIle m aus N. Dazu zeigen wir, daB k", aus E\C und
](km -- go) I k", - go Ii ist fUr aile m aus i"J. Satz 1.1, S. 18 in Singer [21]
liefert dann das Gewunschte.

Sei nun m aus N, dann gilt:

IU<",)

Dies gilt, cia S(f) ~ Z(go) undjg-o <- 0 auf allen Em ist. Daraus [algt, daJ aus
G List, daB k", aus E\C ist.

Weiter gilt:

J' rCO
SUI'

Dies gilt, da SU) C Z( go) ist.

k --- IT, ; = I' ,/' ,C'l -- ,"0 '", <illi 1/, ,.... U'I I . .!, .")

• X\(SU)uF,,,1

! 0
• S(r)

Dies gilt, da S'U) C Z(go) ist. Damit ergibt sich: ](1<", -- gu) k,,, - g" '
Sci nun rn aus N und g aus G mit g go' d.h. g ago fLir ein a mit
o a i I, dann gilt:

11.", - go 1, =, r i';" ; j,r!,o dll
• :;\(I'U)u E,,,)

- r go! du
~'( -y\stnv F Jr) )nsHp p('IO)

Dies gilt, da Ixfgo dll- 0 ist.

.1'.- jgo dll.
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Weiter gilt:

209

k", fi = J if go I -- g : du -+- J :g I dll
X\(S(f)ut",) s{f)

J ,go· g dll
Em

J I go- k i du
(X \ SU)UE",) )"SUpp (YO)

.r go --- g du
EIII

go : du +- r f~ du
""EM

clUj r a/fi0 du
~'E,,!

-!- r (1- a) i go I duo
.,' E"l

Da ko 0 auf E
'II

und 0 1a I < 1 ist, ergibt sich, daf3: k'l/ - go
kit! .,--- g 1St. Daraus folgt schlief3ich: .P(;(km ) (\ {g E G: g < I: go ,':'

Damit ist Satz 14 bevviesen.

15. KOROLLAR. Sci E= L1(X, S, u), wobci (X, S, u) cin a-end/ichcr
MafJraum sci, und G cin cindimcnsionaler, nicht tschcbyscheffschcr Tcil­
vcktorraul1l con E, dh. G c= (1;0> fur cin go aus G. supp(go) sci nicht dic
Vcreinigung cndlich vicla Atome. Dann existicrt kein stet~f!;er Sehnitt fe:
E)- Gfiir Pr,: E -)- 2G mit der Nul/eigcnschaft.

BC\I'cis. Oas Korollar folgt unmittelbar aus Phelps [20], Lemma 1 und
Satz 14.

2. BOREL-MESSBARE SCHNlTTE FUR DIE METRISCIlE PROJEKTION

Oa stetige Schnitte fUr die metrische Projektion nur unter starken Voraus­
sctzungen zu erhalten sind und in manchen Fallen, wie wir in Abschnitt 1
gesehen haben, iiberhaupt nicht existieren, stellt sich das Problem, ob
Bore!-me!3bare Schnitte unter schwacheren Bedingungen existieren.

Wic wir u.a. zeigen, geniigen schwache Kompaktheitseigcnschaften der
Basismenge G fur die Existenz Bore1-mef3barer Schnitte fUr Pc; .

Oiesc Ergebnisse crhalt man durch Anwendung zweier allgemeiner Satze
uber mef3bare Schnitte von Himmelberg und van Vleck [12] (siehe Satz 2
und 3).

Zun~ichst benotigen wir die folgende Definition:

I. DFFI'JlTION. (I) Sei E eine Menge mit a-Algebra S/, und G eine ivTenge
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mit a-Algebra Sr; , dann heiJ3t cine Abbildung f: E-..- G (S1 . S'" )-IIIt'jlbar
genau dann, wennj-l(G') aus S/ ist fLir alle G' aus Sr, .

(2) Sei E cin topologischer Raum, dann bezeichnen wir mit Bjc dIe
von den abgeschlossenen Mengen in E erzeugtc u-Algebra und nennen sic die
Familie der Borelmt'ngen in E.

(3) Seien E und G topologische Riiume, dann heil3t eine Abbildung
f: L - > G Borel-mefibar genau dann, wenn/(Bc . B(;)-me13bar ist.

Nun formulieren wir die beiden oben erwiihnten Schnimatzc von
Himmelberg und van Vleck (siehe Theorems 5 und 3 in [12]):

2. SATZ. St'i E einc Menge mit a-Algebra S, G ein st'parabler !1Ie!rise!la
Raum und F: £-+ 2<; cine mengenwertige Abbildung mit den folgcnden Eigt'n­
sehaften: F(x) is! rollstandig fur aile x aus E und {x c, E: F(x) n G' : ist
aus S fur aile abgesehlossenen Teilmt'ngen G' I'on G. Dann existiert ein Sehnitt
f: E _.> G fur F: E --+ 2(; mit del' Eigensehaft: f--l(G') isr aliI'S fiir aile abo'

gesehlossel7en Teilmengcn G' ron G.

3. SATZ. Si'i E cine Mi'tlge mit a-Ring S, G <'in separable}' illNrisc!ler
Raum lind F: E..- Y cine mengenl1'ertige Abbildung mit den folgendm E(f!;en­
sehaften: F(x) ist abgeschlossen fur aile x alls E und {x E E: F(x) n G'! i':
ist aus S fur aile kompakten Teilmengen G' 1'0n G. Dann existien ein Sehnirl
f: E -> G fiir F : E -> 2(; mit di'r Eigensehaft: f·I(G') is! alls S fur
aile kompakten Teilmengen G' con G.

Bevor wir den ersten Satz II ber Borel-me13bare Schnitte fur die metrische
Projektion beweisen, bemerken wir, daB p(;(x) abgeschlossen (bzw. konvex)
ist fUr aile x aus E, falls G abgeschlossen (bzw. kanvex) ist (siehe Singer [21 ]).

4. SAT? Sei E ein merrischer Raum und G cine separable, approximatic­
kompakte Tt'ilmenge ron E, dann existierr ein Borel-mejibarer Schnirr j;,:
E -* GfuJ" Pc,: E -> 2(;.

Beweis. Da G approximativ-kampakt ist, ist G proximinal und ab­
geschlassen (siehe Singer [21], Theorem 2.1, S.382). Wir zeigen nun. da!.)
Pdx) kompakt, also insbesondere voHstiindig ist fLir aHe x aus E. Sei x aus L
gegeben. Dann ist Pdx) abgeschlossen, da G abgeschlossen ist. AuGerdem
ist Pc(x) folgenkompakt, denn es gilt: Sei (gn) C Pdx), dann ist
d(x, gn) 'c, d(x, G) und daraus folgt, da G approximativ-kampakt ist: cs
existiert ein g aus G und eine Teilfalge (gn) von (g,,). we1che gegen g kan­
vergiert.

Damit haben wir die Kompaktheit von Pd.x:) gezeigt. Aus Theorem ..I.
(Singer [21]) falgt, da G approximativ-kampakt ist. cia!.) {x E L: Pd\)
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G' : abgeschlossen, also insbesondere aus BI, ist nil' aile abgeschlossenen
Teilmengen G' von G.

Wendet man nun Satz 2 an und beachtet, daG G separabel ist, so gilt: es
existiert ein Schnitt/c; fUr Pc; mit del' Eigenschaft: i-leG') ist aus BE fUr aIle
abgeschlossenen Teilmengen G' von G. Oa die abgeschlossenen Mengen in G
die a-Algebra B(, erzeugen, gilt schlieBlich: f l(G') ist aLls B1 fur aile G' aus
B(, . d.h . .fr. ist Borel-meBbar.

Oamit ist Satz 4 bewiesen.

5. SAT/. Sei E ein normierter RaLlm, G ein separableI'. proximinaler
Teilrek lorraum I'On E Lind PI;: E -->- 2c; oberhalb-stet(r;. Dann existiert ein
Borel-mejJbarer Schnitt.f~,: E -->- G jii,. Pc;: E - .. Y.

Beweis. Aus Singer [22], Theorem I folgt, da G ein proximinaler Teil­
vektorraum und P G oberhalb-stetig ist, daB Pc;(x) kompakt. also insbesondere
vollstandig ist fUr aile x aus E. Oa PG oberhalb-stetig ist, ist {.\ E E: PG(x) n
G' : abgeschlossen, also insbesondere aus BE fUr aIle abgeschlossenen
Teilmengen G' von G.

Wendet man nun Satz 2 an und beachtet, daB G separabe! ist, so folgt
analog wie in Satz 4, daB ein Borel-meBbarer Schnitt.f~; fUr PI; existiert.

Damit ist Satz 5 bewiesen.
Ais Korollar ZLl Satz 5 erhalten wir:

6. KORoLLAR. Sci E ein normierter RaLlm, G ein proximinaler. separableI'
Teilrek IO/"I'{fLlIJI con E Lind PG 1(0) heschrdnkl-kompakt. Dal1l1 existiert ein
Bo/"el-mejibarer Schllittfc,: E --->- Gjur PG : E-.. 2G•

BClleis. Das Korollar folgt aus Theorem 2 in Morris [19], in dem gezeigt
wir. daG fUr einen proximinalen Teilvektorraum G eines normierten Raumes
E aus del' Beschrankt-Kompaktheit von p(;l(O) die Oberhalb-Stetigkeit von
1\ folgt. und Satz 5.

Fiir den nachsten Satz benbtigen wir die folgende Definition:

7. Du·1:--' 1TI0N. Sei G ein topologischer Raum, dann bezeichnen wir mit
KG den von den kompakten Mengen in G erzeugten a-Ring.

g. SA17. Sei E ein metrischer Raum lind G eine proximinale, separable
Teill11enge con E. Dann existiert ein (BE' Kd-mejJharer Schnittfc.: E~ .. GIur
Pc;: E --. 2c;.

Be\leis. A us del' Proximinalitat von G folgt, daB G abgeschlossen ist und
daraus. daB PG(x) abgeschlossen ist fUr aile x aus E.

Wir zcigen nun, daB {x E E: p(;(x) n G') abgeschlossen. also ins­
besondere aus B, ist fLir aIle kompakten Teilmengen G' von G.
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Sei namlich G' C G kompakt und /VI: • {X ICC E: Pc;(x) n G' ;, Sci
wei tel' x aus E und (XII) eine Folge in M, die gegen x kOHvergierL Dann
existiert eine Folge (g'l) in G mit g" ('; Pdx,,) n G' fLir aile n E:' r\J, Da (j'

kompakt ist, gilt: es existiert ein go aus G' und eine Teilfolge (g",) von (g,,),

die gegen go konvergiert. Wir zeigen: go 1St aus Pc;(x), denn es gilt:

dC\, gil)

eI(y• .\

2J(x. XII)

d(x. gu,l

d(Y . u)

Da (.\,) gegcn .Y und (g",) gegen go konvergiert, folgt d(x. go) cI(x, G) und
daraus, cia go E G' ( Gist, claG go aus pcJy) isL Daraus folgt Pdx) n (;' i
d,h. x ist aus /VI. Wendet man nun Satz 3 an und beachtet, daG C separabe! ist,
so gilt: es existiert ein Schnittfc; fLir Pc; mit del' Eigenschaft: fc;i(C') ist aus
B" hir aile kompakten Teilmengen C' von C. Daraus folgt, da die kompakten
Mengen in C den a-Ring K(: erzcugen, daLI f(/(C') aus B I ist nir aile C' aus
K,; , Damit istj;;(B" , K<.J-menbar und Satz 1\ bewiesen.

Aus SaiL 8 ergibt sich folgendcs Korollar:

9. KOROLLAR. Sei E eill mctrischer RaUl)] Ullt! G cilll! proximillall!, scparable
und a-koli1fJakrc Teilmenge ron E. Dallll exisrier! cin Borcl-mcjJbarcr Sc!ll1irr
Ie;: E -~ Cliir Pc,: E ..~ 2e;.

BClieis. Da G a-kompakt ist, folgt Be, Ke, ' Aus Satz 7 folgt dann die
Existenz cines {B" ,Bc;)-mef3baren Schnittes f(,: E ... C flir Pc,: 1:' > 2(;. Das
heif3t abel' gerade, daBfc, Borel-me13bar ist.

Damit ist Korollar 8 bewiesen.

3. QUASI-ADDITIVL. HOMOGENL SCHNITn. UND SCll'\ITTL \111

DLR SONNFNlIGF'\SCIIAFT Fl'R D!I MURISCHE PIWJEKIlO"-

Wic wir ge~ehen habell, existieren Borcl-meBbare Schnittc fur P" bcreits
bei schwacben Kompaktheitseigenschaftcn del' Basismengc C. E" stellr sich
somit die Frage, welche Schnitteigenscbarten Pc besitzl. falis keinerlei
Kompaktheitsforderungen an G gestellt werden. Wir beweisen drei allgemeine
Schnittsatze. die. angewandt auf die metrischc Projcktion. /cigen. dan bei
proximinalem Teilvektorraum C; cin quasi-additiver, bZIA. cin l'lJl11ogener
Schnitt existiercn und bei einem proximinalen Kegel G mit Scheitcl in 0 ein
positiv-homogener Schnitt cxistiert. Die Homogenitiit llnd Quasi-Additivitiit
gehen bci Kegeln verloren.

Dazu geben wir folgende Definitionen:
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I. DEFINITION. Seien E und G Vektorraume uber IR bzw. 1[, sowie Fund

F' mengenwertige Abbildungen von E in 2G
•

(I) F heiOt homogcn (bzw. positiv-homogen), falls F(ax) ~ aF(x) ist fi.ir

aile x aus E und aile a aus IR bzw. I[ (bzw. a 0).

(2) Sei nun G zusiitzlich ein Teilvektorraum von E. F heiGt quasi­
additil", falls F(x -~ g) -.~. F(x) - F( g) ist flir aile x aus E und aile g aus G.

(3) F heiOt quasi-linear, falls F homogen und quasi-additiv ist.

Fur punktwertige Abbildungen f von E in G gelten die Definitionen (I)
bis (3) analog.

(4) Sei nun G eine Teilmenge des Vektorraumes E. Dann heiGt G
Fixpunktmenge ron F genau dann, wenn F( g) - --' {g; ist fur aIle g aus G.

1m folgenden stehe IK fur IR oder C

2. SATZ. Sci E ein rK.-Vektorraul1l, G cin Teilrcktorraum con E und
F: E -7- 2G cinc quasi-additire mengcl1\l'l!rtigc Ahbildung mit Fixpunktmcngc
G. Donn e.listiert ein quasi-additiccr Schnitt f: E _.~ G fiir F: E -~ 2(,".

BCli"cis. (I) Wir dennieren eine wohlbekannte Aquivalenzrelation: Fur
.Y, y aus E sei x---...· y genau dann, wenn x -- y aus Gist.

(2) Den Schnitt f definieren wir folgendermaf3en: Sei A eine ,",-,­
Aquivalenzklasse in E. Wir wahlen einen beliebigen Repriisentanten x aus A

und auGerdem ein beliebiges Element go aus F(x). Dann definieren wir:
f(x) :-- go . Jedes y aus A hat eine Darstellung y ~ x -+ g fi.ir ein g aus G.
Fur r deHnieren wir ftv): f(x)·:. g. fist wohldeflniert, da .---. eine Zer­
legung von E in disjunkte Aquivalenzklassen bewirkt.

(3) fist ein Schnitt fi.ir}~ denn es gilt: Sei y aus A mit del' Darstellung
r x g(gEG).Dannist.j"(y)~f(x)+g(:F(x) g Fly) F(g)
F(x . g) F(y).

(4) fist quasi-additiv, denn es gilt: Sei y aus E Lind g' aus G'. Dann
Iiegt l' in genau einer Aquivalenzklasse A mit wie in (2) gewiihltem Repriisen-
tanten x. d.h.)' x g flir ein g aus G. Dann gilt:f(y g') I(x g
g') I(·\) g g' f(x~- g).1 g' fer) g' f(y)f I(g').

Damit ist Satz 2 bewiesen.
Wir bemerken, daG es in Satz 2 genugt. wie man sofart au, clem Beweis
ersieht, zu fordern, daG F(x) _.. F(g) C F(y g) ist fi.ir aile x aus E und aile
g aus G.

Wir wenden nun Satz 2 auf die metrische Projektion an:

3. KOROLLAR. S('i E ('in normierter RUlill/ lind G !'ill pl'oximil1a!cr 7eil-
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wie in (2) mit dcr
at(x) 'c: any)

cektorraum. Dann existiert ein quasi-additil'cr Schnitt I:;: E->- G fur P,,:
E--Y.

BClI'eis. Wir zeigen. dal3 P" quasi-additiv isl:
Seien x aus E und g aus C. Sei go aus Pc;(x" g), so folgt: x- (gil gl

i(x g) - go inf{i(x g) g': g' c G: inn x g': g' E C:. Daraus
folgt: gil g r= Pc;(x), d.h. gil r= Pc;(x) ,- {gJ Pc;(x) Pc;( g). Sei anderer-
seils go aus p(;(x) Pc;( g) Pdy) : g:, so folgt: go g E Pdx), d.h.
(x '- g) -gil;' 'x- Cf{o-- g) iilf{ x g' : g'.:c G: in!': (x g)

- g' : g' E G;. Also ist go aus Pc;(x g).

DaB G Fixpunktmenge von Pc; ist folgt unmittelbar aus del' Definition
der metrischen Projektion. Satz 2 liefert nun die Behauptung.

Damit ist Korollar 3 bewiesen.

4. SATZ. Seicn E und G rK- Vektorriiume und F: L -->- 2(; eine homogenC'

mengenH"ertigc Abbi!dung. Dann cxistierr cin homogencr Schnitt f: E> G
fur F: E > 2G •

BC\1'cis. (I) Wir definieren fLiT x, y F.- E: x ~. v genau dann, wenn x av

fUr ein a <= ~< (a 0)."'"'-' definiert eine Aquivalenzrelation auf E, denn cs gilt:
1 E' rK und (x • aF genau dann, wenn .r c (I /a) x) und (aus x a.r, .I' h:
folgt x ab:).

(2) Den Schnitt f detlnieren wir folgenderma13en: Sei A eine '-""'-Aqui­
valenzklasse in E. Wir wahlen einen beliebigen Reprasentanten x aus A und
ein beIiebiges Element go aus F(x). Dann definieren wir: f(x): gil' Sci nun
y aus A. dann gilt:.r ax fUr ein a E iK (a / 0). Wir detlnieren: fer) :
alex). Da 0 aus F(O) ist nach Voraussetzung, detlnieren wir: f(O): o.
f: E > Gist \Vohldefiniert, da"'"'-' eine Zerlegung von E in disjunkte Aqui­
valenzklassen bewirkt.

(3) t ist cin Schnitt fill' F, denn cs gilt: Sei .I' aus A
Darstcllung r - ax fill' cin a Co rK (a 0). Dann ist (( .1')

F(ax) F(r).Au[3erdcmistf(O) OEF(O).

(4) tist homogen, denn es gilt: (a) Sei y c E und a' rK (d! 0). Dann
Iiegt l' in genau cineI' Aquivalenzklasse A mit wie in (2) gewahltem Rcprasen-
tantcn x, d.h. r ax fiir cin a e rK (a'- 0). Daraus folgt:f(a'.r) - f(aa' x)
a'al(x) (f'/(ax) (/((1'). (b) DcI' Fall l' (':. E, a' 0 ist trivial.

Damit ist Satz 4 bewiesen.
Auch in Satz 4 genLlgt es zu 1'0 rdern , daLl aF(x) ,~: F(aY) ist fur aile x aus L

und aile a aus If<.
Wir wenden nun Satz 4 auf die metrische Projektion an:

5. KOROLl.AR. Sci E cill ntlrrniertcr Raurn lIIu! (/ "ill proximina!CI' Teil-
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rektorraum ron E. Dann existicrt ein homogencr Schnitt fe: E ---+ C fur
Pc: E -+ 2C •

Beweis. Wir zeigen, daB Pc homogen ist. Der Fall x aus E und a = 0 ist
trivial. Seien daher x aus E und a E [k( (a ~r 0). Sei go aus Pc(ax). so gilt:

a! x - (Jla) go Ii ~= :1 ax -- go = inf{I' ax - g:1 : g E C} I a inn: x-
g!i : g E C}, d.h. (I la) go ist aus Pc(x), also ist go aus aPdx). Sei andererseits
go aus aPcCx), dann gilt: I 11a [ Ii ax -- go! ~-c I' x-- (Jla) go: .-:--, inf{[' x-­
g ,i : g E C}= I lla I infL ax - g!: g E C:. d.h. go ist aus Pdax). Satz 4
liefert nun die Behauptung.

Damit ist Korollar 5 bewiesen.

6. SATZ. Seien E und C bcfiebige Kegel mit Scheite/ in 0, welche in [k(­

Vektorriiumen liegen, und F: E -->- 2G eine positiv-homogene mengemvertige
Abbi/dung. Dann existiert ein positiv-homogencr Schnitt f: E ..... G fiir F:
E -+ 2c.

Bell'eis. Wir definieren fUr x, y aus E: x ~ y genau dann, wenn x ay
fLir ein a E [k( (a .:> 0) ist. ,-..., definiert eine Aquivalenzrelation auf E, denn es
gilt: 1 0 und (x = ay genau dann, wenn y cc (1Ia) x ist) und (aus x ay,
y b:: folgt x -, abz). Der Rest des Beweises folgt nun analog dem von
Satz 4. Damit ist Satz 6 bewiesen.

In Satz 7 geniigt es wiederum zu fordern, daB aF(x) C F(ax) ist fUr aile x
aus E und aile a > O.

Wir wenden nun Satz 6 auf die metrische Projektion an:

7. KOROLLAR. Sei E ein l10rmierter Raum und G ein proximinaler Kegel
in E mit Scheitel in O. Danl1 existiert ein positic-homogencr Schnitt Ie: E -~ G
fur Pc;: E -->- y;.

Bell'eis. Die Positiv-Homogenitiit von p(; zeigt man analog wie im Beweis
zu Korollar 5 die Homogenitat von Pc; . Satz 6 liefert nun die Behauptung.

Damit ist Korollar 7 bewiesen.

8. Bemerkung. Unter der Voraussetzung von Satz 6 und Korollar 7
existiert kein homogener und auch kein quasi-additiver Schnitt, nicht einmal,
falls E ein Hilbertraum und C ein proximinaler konvexer Kegel mit Scheitel
in 0 ist. Dies ist, wie man leicht anhand von einfachen Beispielen zeigt. schon
fUr E = [R2 nicht mehr erfiillt.

Betrachtet man Satz 2 und Satz 4, so stellt sich sofort die Frage, ob es
moglich ist unter der Voraussetzung der Quasi-Linearitat einer mengen­
wertigen Abbildung einen quasi-linearen Schnitt fUr diese Abbildung zu
bekommen. Die Methoden der AquivalenzkJassenzerJegung aus den Beweisen
zu Satz 2 und Satz 4 vcrsagen.

Geht man jedoch von einem endlich-dimensionalen Teilvektorraul11 G
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eines normierten Raumes E bei einer mengenwertigen Abbildung F: E -+ 2(;
aus und verwendet eine vollig andere Methode bei der Wahl des Schnittes, so
erhiilt man, grob gesprochen, die erwartete Aussage, wie Satz 12 zeigen wird_

Dieser Satz steht noch in einem anderen Zusammenhang. Brosowski und
Deutsch flthren in [6] den Begriff der Inner- und Au13er-Radial-Unterhalb­
Stetigkeit der metrischen Projektion ein. Grob formuliert versteht man
darunter die Unterhalb-Stetigkeit del' metrischen Projektion bzgl. gewisser
"Strecken," In Analogie dazu definieren wir:

9. DEFI'\lTIo",. Seien t; und G normierte Riiume und F: £-~ 2(,' eine
mengenwertige Abbildung. Ein Schnitt f: E --+ G fUr F: E--+ 2G heil3t radial­
stctig genau dann, wenn fUr jedes .X' aus E und jede Folge (x.,) {j(x)
a(x- f(x)): a c :K:} mit X n -~ x gilt: l(xt/) - .. f(x).

E111 scharferer Begriff ergibt sich clurch die folgende Oberlegung: Etimov
und Steck in fLIhren in [II] den Begriff der Sonne ein, der sich als wichtig
fUr die Approximationstheorie erwiesen hat:

10. DEFI'\lTIO:". Sei c' ein normierter Raum und G eine Teilmenge von E.
G heiSt Sonne genau dann, wenn fLir aile x aus E und aile go aus Pc;(x) gilt: go
ist aus Pc;( y) fur alley aus {go .L a(x- go): a O}.

Es ist bekannt, dal3 jede konvexe Menge eine Sonne ist. Betrachten wir
einen tschebyscheffschen Teilvektorraum Gals Basismenge und bezeichnen
mitJ~;: E ... _~ G die punktwertige metrische Projektion, so gilt: fUr aile x aus E
und aile v ausUJx)-j· a(x -- f(;(x)): a E IK} ist fdx) =, Jd y). Dies liegt an
cler Quasi-Linearitat der metrischen Projektion, wie sic sich aus den Beweisen
zu Korollar 3 und 5 ergibt.

Ausgehend von diesen Oberlegungen definieren wir:

J I. DEFINITI01'\. Seien E und G normierte Raume und F: E --~ 2G eine
beliebige mengenwertige Abbildung. Eine Sclmitl f: E ----+ G fUr F: E ----+ 2G

besitzt die Sonneneigenschajt genau dann, wenn fUr aile x aus E und aBe y aus
{f(x) +a(x- f(x»): a ElK} gilt: f(x)- fey).

Es ergibt sich somit das Problem, wann ein Schnitt mit diesel' Eigenschaft
existiert. Daw zeigen wir:

12. SATZ. Sci E ein normierter Raum, G ein endlich-dimensionalcr Teil­
rektorraum ron £ und F: E ---+ 2G einc quasi-lineare mengenwcrtige Abbildung
mit Gals Fixpunktmcnge. AujJerdem sci F(x) abgeschlossen und kom:exfur alle
x aus E. Dann cxisticrt ein quasi-linearer Schnitt f: E ----+ G fur F: E-+ 2G mit
del' Sonneneigenschajt.

Belreis. Da G endlich-dimensional ist, existiert eine wr gegebenen Norm
. r. aquivalente Norm I' ·'it auf £, welche strikt konvex ist (siehe Kothe [14]).
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Da F(x) abgeschlossen und konvex ist fUr aile x aus E, ist x - F(x) ab­
geschlossen und konvex fUr aIle x aus E. Man weif3, daf3 in jedem strikt
konvexen Raum jede abgeschlossene, konvexe Menge semi-tschebyscheff ist.
Daraus folgt nun in unserem Fall: FUr aile x aus E gibt es genau ein Yl' aus
x F(x) mit Ii Yx b minil Y 11: Y EX -- F(x)}. Die Existenz von )') flir x
aus E folgt aus der Tatsache, daf3 G endlich-dimensional ist.

Wir definieren fUr aile x aus E: f(x): x- y, E F(x). Wir zeigen nun:

(I) fist homogen.

Seien x aus E und a aus Ii< , dann gilt: ay, E a(x - F(x) ax- F(ax).
Dies folgt aus der Homogenitat von F. Weiter gilt: mini I y']: Y fcc ax-
F(ax)} •.~ min{l ay i 1: Y EX -- F(x») = i ([ i min{1 .1'1 : J' E X -- F(x): ([
J'JI =c aYl ,i 1 . Da die Wahl des Schnittes eindeutig ist, folgt: y"" (/.1', .

Daraus folgt: f(ax) = ax --- Y'IJ ax - aJ'J = a(x - y,) ~. a(x).

(2) fist quasi-additiv.

Seien x aus E und g aus G, dann gilt:

.1'" E X .--. F(x) x- g -- (F(x)- g) c x + g -- F(x g).

Dies folgt aus der Quasi-Additivitat von Fund der Voraussetzung, daB G
Fixpunktmenge von Fist. Weiter gilt: minil! y 11: .1' E X f g --- F(x g)]

mini: y:iI: yEX :- g - F(x) - F(g)}

minil Y !\ : Y EX-+- g - F(x) gJ
min{i Y 11 : y E X - F(x)} = )ill'

Da die Wahl des Schnittes eindeutig ist, folgt YH/ ...~ y". DaraLls folgt:
x+- g - f(x-;- g)c. X - f(x), also f(x +- g)= f(x) g f(x) f( g).

Aus (I) Llnd (2) folgt die Quasi-Linearitiit des Schnittesf: E ---+ G.

(3) Der Schnittf: E--.. G besitzt die Sonneneigenschaft. Seien x aus E
Llnd y f(x)- a(x - f(x», wobei a aus Ii< ist. Da F quasi-linear und G
Fixpunktmenge von Fist, gilt: ay", E f(x) + a(x--- f(x)) - F(f(x) .. a(x -
lex))), denn es ist: f(x) -~ a(x - f(x» -- F(f(x) -+ a(x f(x») f(x)
a(x - f(x» - F(f(x» - aF(x) --'-- aF(f(x» f(x) + a(x- lex)) fCy)
aF(.y) -+ a(x) ax - F(ax) a(x -- F(x».

Auf3erdem gilt:

min]! Y1 : .I' E(X) _l a(x -- f(x)) _.. F(f(x)- a(x -- lex»~):

• min{ 'YI : Y E ax .. aF(x)] .: a mine)'l: .I' FY F(,,-);

: {/ , i Yx "I -~ (/)'J' '] •

Da die Wahl des Schnittes eindeutig ist, folgt, Yt(;,.-) ,,(,.-t(,,)) ay, , also
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f(x) !. a(x -- I(x}) : IU(x) -~- a(x I(x) ax - aIlx) und somitf(l)
f(x).
Damit ist Salz 12 bewiesen.

Unter Verwendung von Satz 12 erhalten wir folgendes KoroIlar:

13. KURULLAR. Sci E ein normierter Ral/Ill und G ein endlich-dil1lcn­
sionaler Tcilrektorraum ron E. Dann cxistiert ein tjuasi-Iinearer Schnitt I;,:
E ,. G liir P,,: E-·,. 2(; rnit dcr Sonncflc(g;enschaft.

Bell'cis. Da Pc; , wie man aus den 13eweisen zu KoroIlar 3 und Korollar 5
ersieht, quasi-linear ist und Gals Fixpunktmenge besitzt. foIgt Korollar 13
unmittelbar aus Satz 12.
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